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出版说明 


我馆历来重视移译世界各国学术名著。从五十年代起，更致 
力于翻译出版马釔思主义诞生以前的古典学术著作，同时适当介 
绍当代具有定评的各派代表作品。幸赖著译界鼎力襄助，三十年 
来印行不下三百佘种。我们确信只有用人类创造的全部知识财富 
来丰富自己的头脑，才能够建成现代化的社会主义社会。这些书 
籍所蕴藏的思想财富和学术价值，为学人所熟知，毋需赘述。这些 
译本过去以单行本印行，难见系统，汇编为丛书，才能相得益彰，蔚 
为大观，既便于研读査考，又利于文化积累。为此，我们从1981年 
至1986年先后分四辑印行了名著二百种。今后在积累单本著作 
的基础上将陆续以名著版印行。由于采用原纸型，译文未能重新 
校订，体例也不完全统一，凡是原来译本可用的序跋，都一仍其旧, 
个别序跋予以订正或删除。读书界完全懂得要用正确的分析态度 
去研读这些著作，汲取其对我有用的精华，剔除其不合时宜的糟 
粕，这一点也无需我们多说。希望海内外读书界、著译界给我们批 
评、建议，帮助我们把这套丛书出好。 
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導 言 

大凡科学的眞理，对一位膚淺的覌察者是無可怀疑的;科学的 
邏輯是永固的，至于学者們有时会犯錯誤，那是因为他們不知其中 
的規則。 

一切数学的輿理，是用了一連串正确的推理从少数明顯的命 
題 ( proposition ) 推演出來的；不但是我們不得不服从这些輿理，就 
連那自然界本身亦复如是。它們好像能支配“造物者”，只許它在 
比較上很少的解答中能有所选擇。因此我們只要有一些經驗，便 
知遒它所选的是 什么。 从每个經驗中，用一系列的数学演釋法便 
可推出許多的后果 ( consequence )， 也就是这样从每个后果我們才 

認識宇宙的一角。 

这就是普通一般人，以及略知物理的中学生所想像的科学寒 
理的來源。这就是他們怎样認識实驗和数学的作用。这也是百年 
前許多学者对这作用所懂得的，那时候，他們夢想借用愈少愈妙的 
实驗的 材料， 來說明世界的結構。 

人們試略加思索，就可知假設： （ rhypotMso ) 在科学中所占的 

位置;人們已知数学家旣少不了它，而实驗家也少不了它。因此就 
生出一个疑 問:所 有这些建筑在假設上的学問是否坚固的，而人們 
認为它經不起一陣小風便要傾倒的。作这样的怀疑，还是膚淺的 
見解。怀疑一切，或信仰一切，都是很便利的兩种解答，因为兩者 
都可以使我們不用思索。 



科学与假胶 


所以我們对于假設且慢粗淺地加以責难，应該細心審察它的 
作用;这样我們才能認識它不但是必需的东西，幷且它往往是合法 
的了。我們將見假設可分几种，有的是可以証实的，幷且一經实驗 
証明，就成为眞理的淵藪；有的不会遺誤我們，同时好处在能坚定 
我們的思想，最后有的只是貌似假設，其实不过是一种伪裝的公約 
( convention ) 或定义而已 * 


这最后的一种假設大半見于数学及其相关的科学。这些科学 
正因此而愈形眞确;这些公約是我們精神上一种自由活动的產品， 
它在这一种范圍里是無障碍的。在这里面我們的精神可以肯定， 

因为它 能頒布法令；但要知道，这些法令僅可頒行于我們的科学 

• # • 

中，沒有它們科学將变为不可能；它們不能支配自然界。然而，这 
些法令是否任意的？不，否則它們將不生效果了。实驗固然讓我 
們自由选擇，然同时又指示我們以最便利的路徑。所以我們的法 
令如同一專制聪明的太子，要諮詢参謀会議后才頒布的法令一样。 
有人对于在有些科学的基本原則中，这一种自由的公約的特 


征，引为惊奇。他們曾經想过分地加以推廣，而同时忘却了自由非 
卽任意之謂。因此他們就成立了所謂唯名主义 ( nominalisme ) 0 
他們自問道，学者是否卽他所自造的定义的傀儡，而他所認为發現 
的世界是否簡直就是他的私意所創①。在这情形下，科学將或是 
确实的，但是缺少前途了。 

果眞如此,則科学將必無能力了。但我們竟見其蒸蒸日上。它 
如不能使我們知道些实在的东西，这样是不可能的;但它所能达到 
的，幷不是老实的敎条主义者 ( dogmatist ©) 所想的事物的本身，这 


①参閱 M.Le Roy ： Science et Fhilosophie (Revue de Metaphysique 
et de Morale ， 1901 ，） 



不过是物与物間的关系而已;除这种关系以外，再沒有可知的实在 
(la r 6 alit 6) 了。 

这就是我們將來的結論，然为此我們必須从算術与几何談起， 
一直談到力学与实驗物理学。 

数学推理的性質是什么？輿是我們通常所信为演繹的嗎？把 
它仔細分析一下，可知大为不然,它在某种范圍內却帶着归納推理 
的性質，其所以丰裕亦正在此。桓它还保存着不少的絕对精密的 
性質;这是我們在开始就要說明的。 

等到旣然弄明白数学交給研究者这一种工具之后，那时我們 
还要討論另一基本槪念，就是数学量。这是我們可在自然界中找 
到的呢，抑或是我們所導引進去的呢？又，果輿是那后一情％，則 
我們会不会完全弄錯呢？試把我們威覚所得的粗鈍数据和那数学 
家理想中所称呼的極端复雜而微妙的数学量來比較，我們势必承 
認一种分歧•，所以我們想收罗万有的这个框子，原來是我們手創的; 
然而我們幷未偶然做成它，我們可說曾經按照尺寸去做的，因此我 
們能收進事实，同时又能对事实的主要的东西不加改覌。 

我們对于世界所支配的另一框子就是空間。几何的基本原理 
是从何而來？是邏輯学支配我們的嗎？ 罗巴切夫斯基 創立了非欧 
几里得 几何学以証明其不然。空間是否由我們的威官得來的？也 
不是，因为我們的威官所能揭示的，絕对与几何学家的空間不同。 
几何学是否來自經驗？深刻研究之后，可見不然。所以我們結論 
它的原理不过是一种公約;但不是任意的公約，現在如把它轉运到 
另一世界(我叫它非 欧几里得 世界，我幷且要把它想出來），我們 
就得采用別的公約了。 

在力学中，我們也將得到相似的結論，幷且我們將知这种科学 
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科学与假設 


的原則，虽然比較直接根据于实驗，但还含有几何公設 （ postulat ) 
的公約性。到此为止，都还是唯名主义占着勝利，但現在我們且看 
眞正的物理学如何。这里情％改变了，我們遇見一些別的假設，幷 
可見其何等的丰富。無疑地，表面看來，理論对我們好像是脆弱的， 
而它在科学史上，又每如曇花一現，但是它們也不能完全消滅，而 
每一理論总有所殘余。这殘余的东西，正是应当淸理的，因为正是 
那兒而唯独那兒，才是輿正的实在哩。 

物理学的方法是建設在归納上的，我們借此可知在先前發生 
过的外界某种境况畢具时，某現象必可重新發生。如巧 f 印这些 
境況可以如数重現，則这条原理，就可以放心应用了，但这是从來 
沒有过的，其中总有些境況是缺少的。我們可以确信这是不重要 
的嗎？这顯然不是的 。 这也許似乎对的，但这不是确实一定的。由 
此見得槪率 （ia probability ) 的槪念在物理学上的作用，是何等的 
偉大了。所以槪率的計算不僅是一种消遣和賭博者的引導，而我 
們应当深究其原理才行。关于这層，我 R 能給点很不完备的結果， 
因为这种使我們辨別眞相的空泛的本能很难加以分析。 

我以为把物理学家工作的情形研究之后，还要說明他們工作 
的成績。因此我就在光学与电学的朦史中举了些例子。我們將知 
弗勒納耳 ( Fresnel ) 和 麥克思韋 ( Maxwell ) 的理論何來，以及莖 
撞 ( Amp 6 re ) 和那些創造这电动力学 （ Alectrodynamique ) 的学者 

引用了那一些不自覚的假設。 


笫一部数与畺 

第一章数学推理的性質 


数学的科学的可能性本身好像是一种不可解决的矛盾。如果 
这种科学之为演繹不过是表面的，則它所有的这种嚴密而無疑的 
正确性何由而來的呢？反之，若說它的一切命題都可用形式邏輯 
的規則相互引出，則数学豈不变成一种龐大的重复語 ( tautologie ) 
么？三段論不能吿人以眞正新穎的事物，且如所有必來自同一律 
(principe d ’ identitg ) ， 則所有亦必能归入其中。然則充满許多書 

中的定理的陈述將不过是』卽』的各种弯轉的說法而已,这样說 
人們会同意嗎？ 

自然，所有的推理都可归根到几条公理 ( axiome ) 上,因这是所 
有推理的起源。假使有人断宠这些推理不能化为矛盾律 (principe 
de contradiction ), 又如人們也不願認为是一些不能参加数学需 
要性的經驗事实，則人們还有可能把那些推理列入先驗的綜合判 

_ » 争 

断 (jugement synthetique a priori ) 之中。这样幷非解决困难， 
不过加以洗虬而已。卽使到了綜合判断的性質对于我們不再神秘 
的时候,然而那矛盾仍不会消滅的，它不过退了一步。三段論推理 
对于給与它的数据仍是無所添加的，这些数据化为一些公理，而在 
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結論中人們决不能找到別的东西。 

無論什么定理，如在它的証明中不参加新的公理，則必不是新 
的，推理只能借用直接的直覚法 ( intuition ) 給我們直接明顯的眞 
理;它好像只是一个寄生的中人，于是人們要不要間那所有三段論 
的工具是否單單用來遮蔽我們的借用品的？ 

我們随便展开一本数学書，便知道其中的矛盾令人更为惊奇； 
著者在毎一頁里有推廣已知的命題的意圖。所以数学方法是否由 
特別而推及普遍，然則何以又說它是演釋的呢？ 

最后，如果数学是純粹分析的，或可由少数綜合判断分析出來 
的，則特殊聪明的人一眼就可能看出所有的眞理。再說吧，人們甚 
至可希望总有一天会發明一种簡單的言語，來叙述这些眞理;使得 
常人也能一目了然。 

人們如不承認这些結果，就要知数学推理的本身有一种創造 
性，因此它与三段論实有区別。 

兩者的区別应該是深刻的。譬如將兩相等数作同样的均勻运 
算，便有相同的結果，我們实在不能解釋这条常用規則的奧妙。 

所有这些推理的形式，不問其可否归入眞正的三段論，总保有 
分析性，而其能力薄弱也正是这个緣故。 


我們現在要討論的,已是很陈旧的問題了 ; 賴布尼茲 ( Leibnitz ) 
已經想証明二加二得四，我們試看他的証法如何。 

我假定对数1已了定义，又知 « + 1 卽加一單位于給定数》的 

运算。 

这些定义，無論如何，与推理的進展沒有关系。 



笵一草数学推理的性貫 


其次我对2, 3和4用下列等式 規定： 

(1) 1 + 1-2, (2) 2十 1=3， (3) 3 + 1 = 4, 

同样，我用下列式規定$ + 2 
(4) rB + 2=(s; + l)+l 0 


因此我們有 •• 

2 + 2=(2 + 1)+1， （定义 4) 

(2+ 1) •+ 1=3 +1， （定义 2) 

3 + 1-4, (定义 3) 

所以： 2 + 2=4。 （卽所欲証) 


我們不能否認这个推理是純分析的。但假使問数学家，他必 
答曰： “这不是與的証明,这不过是一种核驗而已”。人們僅將这兩 
种純粹公約性的定义做了一种比較，才知道是相等的;至于新的东 
西，是一点沒有得到核驗 ( v & ification ) 之所以不同于輿的証明，实 
因它是純粹分析的，是毫無效果的。其所以無效果，正因其結論只 
是三段論的兩前提 ( pr ^ misse ) 之一种譯語而已。反之，與正的証 
明是很丰富的，因为里面的結論在某种意义上是比較前提普遍的。 

因此2 + 2=4这个等式之所以能被核驗，只因它是特例而已。 
所有数学中的特別定理都可用这方法核驗。然而数学如竟成为这 
样的一串的核驗，那它將不成为科学了。例如下棋的人幷不見得 
因为羸了一盤，就發明一种科学。唯有普遍性才成为科学。 

人們甚至可說那些准确的科学的目的，正在于免去我們这种 
直接核驗的辛苦。 




我們且看在工作时的几何家，而考察他們所用的方法。 


这却不是容易的事；單單任意翻开一本書而分析其中某条証 
明，这是不够的。 

由于几何学中的 一 些前提的作用以及空間槪念的來源与性質 
等都是难題,我們先当撇开几何学。为了同一理由，我們也不能用 
到微積分学。我們要去找純粹的数学思想，也就是在算術中去找。 

此外还要选擇一下;因为在数論最高深的部分，那原始的数学 
槪念已受了極深的提鍊，以致难于分析 它了。 

所以要在算術的初部中，我們才可找到所荽的解釋，然正是在 
最基本的定理証明中，顯出經典著作的作者用了最不精密而准确 
的手法。这是不可怪他們的;他們曾受一种必需的束縛，初学者还 
沒有眞正数学精密性的訓練；他們在那里可能只見到一些空洞的 
微妙;所以人們如在这上面苛求他們，那不过白費时間；他們荽重 
新按部就班地快点学过的，而这种程序也就是那些科学建設者慢 
慢地經过了的。 

为何要这样長的准备，才能慣于这种完善的精确性，而这好像 
是聪明人都当賦有的呢？这是一个邏輯与心理問題，大有考慮的 
价値。 

然这是我們題外的事，可不贅述；为不失掉我們的目的，我們 
要把最基本的定理重新証明，且其形式不当是为免去那些初学者 
扫兴才粗淺的，而是能够滿足 a 有訓練的几何家的。 

加法的定义 一 我假定对$+1的运算，卽將数1加在数*上, 
已先 T 定义。 

且这个定义，無論为何，对于推理的進展，是毫無作用的。 

現在我要規定$ 就是把数 a 加到数 w 上的运算。 

假定規定演 算法： 



第一章数学推琿的性質 

x + (a — 1) 

則力 +a 的算法可用下式 規定： 

(1) $ + (a — l)] +1 0 

所以我們如果知道何为 « + («-!) ，便知道何为 * +、因为我 
在起初已假定人們知道何为 a; + l,te® + 2，;c + 3 等演算法人們也 
可陸續地用循环法 (par r6currence) 規定了 3 

这1、定义値得注意一 T, 它有一种特別的性質，使它与純粹邏 
輯的定义已有所区別；事实上等式 (1) 包含無窮的不同的定义，其 

中每一定义必待已知前者之后才有意义。 

加法的特性-結合性 ( associativity ) - 我說： 

• • • 

C0 + (& + c) = (C6 + Z>) + c 。 

盖时此定理是 对的；因此可 寫为： 

a + (6 + l)=(a + &) +1, 

此式除符号差別外与上面規定加法的 （i) 式相同。 

今如 c=7 时此定理仍眞，則 c== y+i 时此定理亦眞。 

盖由 (a + &) +7 = a-f (fe + y), 

人們陸續 引出： 

[(a+Z))+y] + l=[fi+ (&H-y)] + l, 

或照定义 (1) 有： 

{q +&) + (y 4~ 1) = ct + (&+y + l.) ：== cf + Q6-f* (jy + 1)3 ? 

由此可見用了一串純粹分析的演繹法，証明此定理对于7 + 1 

故 c=l 时旣庹，則 c=2, （:=3等等时，此宠理也是輿实的。 

可換性 (commutativity) -(—) 我說： a+l = l +a 。 

今如(1 = 1，則此定理顯然是眞的，人們再可用純粹分析的推 
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理來 寧學如 时为眞，則 + l 亦然;但 a = l 时旣如此，則 
令3等等，也应該 如此; 人們为表达这事，就說那命題是 
用循环法証明的。 

(二) 我說： 

此定理对6=1已証明如上，人們苒可用分析法核驗如它在 

• _ 

时为眞，則6=0 + 1时亦必如是。因此命題用循环法而成立。 
乘法的定义——我們用下列等式來規定 乘法： 

a X l = ct 0 

(2) ax6=[ax (& —l)] + a 0 

等式包含無数的定义;一如 (1) 式；今 axl 旣經規定，則此式 
亦可陸續規定 a X 2, a X 3等等。 

乘法的特性-分配性 ( distributivit 6) -我說： 

• • • 

(a + &) xc=(axc) + (&xc )。 

在 c = l 时，人們用分析法檢驗此式之眞；其次檢驗如在 
时定理为眞，則在 c = 7 + l 时它也是眞的。 

这样我們的命題又是用循环法而証明了。 

可換性——(一) 我說： 

• • • 

(t X 1 — 1 X C6 。 

在时此乃顯然的定理。 

人們可用分析法証明如时，此定理为眞，則必=« + 1时 
它也是眞的。 

(二) 我說： 

在6=1时，此定理已經証明。人們可用分析法核驗如 b=m 
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为眞 ，則6=^ + 1时亦 與。 


四 

我且把这一串單調的推理停止在这里罢。但正是这种單調最 
能把那一致而又步步碰到的方法，明白表示出來。 

这就是循环証明法。人們先在时建立一个定理，然后指 
出 如它在时为輿， 則在 W 时亦 輿， 于是人們結論它对任何整 
数也是眞实的。 

剛才我們已經見’过用这方法怎样証明加乘二法的規則，此卽 
代数演算的規則;这种演算是轉变算式的工具，所得各种紐合之多， 
远非單純三段論可比拟;但这仍是一种純粹分析的工具，它是不能 
吿訴我們一点新东西的。假使数学此外再無別的工具，則在它的 
發展中很快就要停止;但是$可以重新运用同样的方法，就是所謂 
循环推理法 (raisoimement par recurrence ) ，因此屯仍可繼續前 

進了 。 

人們若能好好地留意，則可見步步都是这样的推理，而其形式 
或卽如上文所說过簡單的，或則多少有所改变的。 

这实在是最完善的数学推理，我們当再仔細的去研究它 

五 

循环推理法的主要特性是在它能包含無数的三段論，而集中 
在可認为唯一的公式中。 

欲明此理，且待我將这些三段論依次說明，它們的排列，讓我 
打个比方，有如瀑布直瀉下來。 

这自然都是些假設的三段論。 
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已知在数1时定理为眞。 

但如果对1为眞，則对2亦輿。 

故它对2为眞 3 

但假使对2为眞，則对3亦輿。 

故它对3为輿，余依此类推。 

由此可見每一三段論的結論可做下一三段論的小前提。 

且所有三段論的大前提都可化成唯一的公式。 

这就是， 如 定理对 n - 1 为輿， 則对 n 时 亦然。 

可見在循环推理法中，人們僅限于陈述第一三段論的小前提， 
«及含有以一切大前提为特例的普遍公式。 

因此这一串永無止尽的三段論可减縮成为几行的語詞。 

現在可容易明白，有如我已說过的，何故某定理的特別結論可 
用純粹分析的方法去核驗。 

我們如不去証明那定理对任何数时为輿，而只要指出好比对 
6为輿，那只証明要建立上述瀑布的前五条的三 段論； 但如我們要 
証明定理对10为眞，則需九条三 段論; 再大的数目，所需的条数更 
多;然此数無論如何大，我們終可达到目的，而这样分析的核驗总 
是可能的。 

虽然，我們無論走得多远,我們終究不能得到一个适用于一切 
数目的普遍定理——只有它才能作为科学的目的。为此目的則非 
有無窮的三段論不成，这必須越过那僅僅依靠形式邏輯的分析家 
的忍耐力还永久塡不滿的深涯。 

起初我曾問过,何以人們想不出一个足够神通的人，他会一眼 
看穿数学中所有的眞理。 

現在这个問題是很容易回答的了 ；棋手能做四步五步的預算， 
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但是無論我們觉得他本領怎样大，他只能准备有限的数0 ;假使他 
把这种本事用在算術上，他就不能直接用直觉法看出那普遍的輿 
理；連为求到一最小的定理，他也必用循环法推想出來，因为这是 
从有限数到無窮数的推理工具。 

这工具总是有益的，因其一方面能任我們的意思一躍而升進 
数級，一方面又能省却極無味而單調的冗長的核驗,幷且这种核驗 
在事实上也很快地不能实踐的啊。然而遇到以普遍定理为目标时， 
这工具就成为不可少的了，因为用分析核驗法，虽不能允許我們达 
到普遍定理，但能使我們不断地接近它。 

人們必定以为我們現在所談的算術范圍与微積分学相差太远 
了，但是剛才我們已知数学的“無窮”規念的重要作用，少了它便無 
科学，因为也沒有普遍的东西了。 

六 

循环推理所诙据的判断还可用別的方式表示；例如在無窮个 
相异的整数中，我們可說必有一数較小于其他各数。 

人們可很容易地由这一陈述推到另一陈述，而自覚貌似已經 
証明了循环推理的合法性。 

但照这样做下去，人們終必被阻擋着，而必來到一个不可証明 
的公理，而这公理实卽待証的命題的另一說法罢了。 

所以循环推理的規則，决不能变为矛盾原理，这是誰也不能否 
認的結論。 

这条規則又不是从实驗上得來的;实驗所能吿訴我們的，不过 
說这規則好比对数十或首先一百个数为眞，但不能推到一串無窮 
尽的数目上去；只能推到这一串数或多或少的但总是有限止的部 
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分。 

但是，如所有的問題，只是这点，則用矛盾律已足济事，它可使 
我們推演無論多少的三段論，然其所以失敗，只在于想把無窮的三 
段論納入唯一的公式中，只在正对着無窮时，也正因此連經驗也無 
力量了。这条規則,旣非分析法所能証明，而又非經驗所能核驗的， 

正是先驗的綜合判断的实例。人們又决不可在这里好似对于少数 

» % • 

几何的前提認为这是一种公約。 


然則我們何故勢必服从这种判断，有如金科玉律呢？原來这 
不过是表現精神力量之偉大，它能断定假使某种动作一次可能，則 
同一动作又可重复無窮次。精神对这种强大的力量具有一种直接 
的直覚，而經驗不过是給它一种利用的机会，因而能够有所領悟。 

然有 人說: 如那粗糙的实驗不能証明循环推理之合法性，那么 
助以归納法的实驗，仍是一样嗎？我們陸續看到某定理对1，2, 3 


等等数都眞的时候，于是我們可說那定律已顯然成立，正如那些以 


極多数但有限的規察为根据的一切物理学定律一样有效。 


我們要認明其中有与通用的归納法酷似之处。然而也存在着 
主要的区別。应用在物理科学中的归納法总是不确实的，因它是 
建立在宇宙有普遍的程序的信仰上的，但这种程序是超人的。反 
之数学归納法或卽循环証明法是必然支配着我們的，因为它只是 
精神本身的一种特性的肯定啊。 


七 

我巳經 說过数学家極力想把他們所得的命題推廣起來，而我 


不必另找例子，就照剛才已証明的 等式: 
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其次我又曾用以求得 等式： 

a^b=b-\-a 9 

此式当然較为普遍。 

所以数学也可像別的科学，从特殊推到普遍。 

这件事在我們以前开始这个研究时，好像是不可了解的，然自 
剛才我們發現循环証明法和通用的归納法的相似点以后，我們就 
覚得其中再沒有什么神秘的了。 

無疑地，数学的循环推理与物理的归納推理，兩者的基礎虽各 
有不同，但兩者的步趋，却是平行一致的 5 向一个方面走的，換一句 
話說，兩者都是从特殊推到普遍。 

我們試再伃細地討論一下。 

为要証明 等式： 

(1) a + 2^2 + «;, 

我們只需应用兩次下列 規則： 

a+l=l 

且演算如下： 

(2) c&4-2=a + l + l=l + + 1=1 4- 1 + tt=2 4-ct 0 

从 (1) 式用純粹分析的方法演繹出來的 (2) 式幷不是一簡單的 
特例•.它是另一回事。 

所以人們甚至不能說：在数学推理的眞正分析与演繹的部分 
是照普通的字义說由特殊而進于普遍的。 

(2) 式之兩边不过是 (1) 式之兩边較繁的組合，而分析的用处 
只是把其中的元素分开而研究它們相互的关系。 

所以数学家用“建筑的方法”而“建筑”那些逐漸繁复的組合。 
他們再用分析的方法，从这些組合，从可說这些集合回到其中所含 


10 第一部 数与董 

的原始元素，他們乃知这些元素間的关系，而由此推想到这些集合 
本身間的关系。 

这却是一种純粹的分析步驟，但这不是由普遍進于特殊的步 
趋，因那些集合当然不能認为比較元素更为特殊。 

人們对于这种“建筑”的方法曾予以注意，这是很对的，而且人 
們認为这是准确科学進步的必需与充足的条件。 

这个方法是必需的,不錯，若就以为充足了，那还不見得咧。 

如要一种建筑是有益的,不是徒耗心血的,而且是可以助人向 
上的梯階，則第一要有一种統一性，使人不見其徒为元素的堆叠而 
已。 

說一句正确的話，就是要使我們覚得考慮这种建筑品比較考 
慮它的各元素本身为有益。 

这益处何在？ 

例如为什么对总是可以分成多数三角形的多边形來推想，而 
不对这些三角形去推理呢？ 

此因有任何数边的多边形有些特性是人們可以証明的，証明 
以后，人們便可直 接应用 此理于任何特別的多边形。 

反之，若直接去研究那些由多边形分成的三角形間的关系，往 
往要费許多心力才能發現这些特性。倘若我們已知普遍定理，那 
就省力多了。 

所以一建筑之有益与否，是在其能否与其他相似的建筑幷列, 
成为同一种 ( genre ) 的各类。 

假使說四边形不僅是兩个三角形的叠合物，那正因它是多边 
形的一种。 

幷且还要能够証明同一种的特性，而不必对每一类的特性一 
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証明 


HffiL 


为要达到这步5則必須經过一級或多級的路程，从特殊升到普 


遍。 

这种“用 建筑， ，的分析法,幷不迫使我們从上面走 卞來， 而讓我 

們站在同一的水平綫上。 一 

我們只能用数学的归納法，才能上進，只有它才能吿訴我們新 

讎事物。如果沒有那种在某些方面有別于物理归納法但同样有 

效的数学归納法的协助，則建筑就無力去創造科学了。 — 

最后，請注意这种归納法的可能成立，全在于同一的演算可重 

复麵次。所職赚雜錄-綱学，齡棋各+的 
走法是不相同的。 


第二章数学量与实驗 

人們如要知道数學家的所謂速續統 (un 隱 tinum ) 究作何解， 

这是不应向德轉提_。認紗傾麟_臓究_ 
形，娜的表象只是他的工具而已；他研究几何时，少不了要用廣 

延 ( etendue ) 对象等，正如他用粉筆來表示;所以人們对于那粉筆 

的画綫所生出來的小弯曲之無足輕重，正如他所用的粉筆之为白 

色一般。 

至于純粹的分析家就不怕这个缺点。他把数学中一切与$無 
关 的元素取出，而他能回答我們的 問題： 数学家所推想的那連續 
統，眞是什么呢？許多对本行会用心的数学家早已解答此題;譬如 

Tannery) 所著的“含一变数的函数論 導引” （ Intr0 — 
du7ti^Ta la throne des Eonctions d，_ 霍 iabk) 一書中已可 
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見得了。 

我們先自整数排列談起；今在二相續的整数中加入一个或多 
个的中間数，再在二相續的新数中加入中間数，如是依次类推以至 
無窮。由是乃得無窮的数項，此卽所謂分数，有理数，或可約数。然 
此尙不足;在这些已經是無窮的数項中，当再插入所謂無理数或不 
可約数。 

在未更進一步以前，我們先要注意一事。就是这样想出來的 
連續統，不过是按着一定順序排列成的个体的集合，虽是無窮，但 
是彼此排斥的。这里不是普通覌念，假定在連續統的元素之中有 
一种使成为整体的密切关系，認为不是点成立于綫之先，而是綫反 
先于点。从那著名的公律，卽連續統者，乃是多样性的統一，人僅 
見多样性存在，而不見統一。分析家照他們那样規定連續統也有 
他的道理，因为自从他們追求嚴密性，他們一直是站在那上面來推 
理的。然由此已可見眞正的数学的連續統实与物理家和形而上学 
家的連續統有天壤之別了。 

人們也許說数学家倘僅以此定义为滿足，則無异做字的傀儡 
了，他們当詳細說明那中間数項究为何物，說明他們的插入法，幷 
且証明这样作是可能的。然这样便錯了，在他們的推理中，这些中 
間数項的唯一特性①是在它們的前后排列的特性；所以也唯有这 
特性才可加入定义中。 

因此人們可不必顧慮那些中間数項的插入的方式；另方面誰 
也不会怀疑这作法是可能的，除非忘記这最后字用几何家的話簡 
直就是無矛盾的意思。 


①以及包含在特別的公約中的牿性，这些公約是用以規定加法的，而是以后婁 
說的。 
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虽然，我們的定义尙未完善，我將在这長段插話之后补說。 

不可約数的定义——柏林派数学家，特別是 克寵勒克 ( M . 
Kronecker ) 先生，他毫不借用別的什么材料，只用整数來从事建 
設那分数和無理数的連續排列。照这样看來，数学的連續統將不 
过是精神的純粹創造品，与經驗毫不相干的了。 

他們对于有理数的槪念，似乎幷無困难，他們主要極力想求出 
不可約数的定义。然在未介紹他們的定义以前，我当加一声明，以 
免那些不熟悉几何学家的習慣的讀者的惊奇。 

数学家所研究的不是物 (1’ objet )， 而是物与物間的 关系； 只要 
物与物的关系不变，則物虽变易，他們也不关心。物質对他們是不 
重要的，使他們威兴趣的只是物的形式。 

倘若人們不記得这事，就不会懂得 杜德佘 ( Dedekind ) 先生把 
不可約数用一种符号來表示，这与一般信为幷且几乎可測量而可 

« » _ 镛 

感数量覌念，大不相同。 

現在且看 杜德金 的定义是什么 : 

可約数可按照無窮的方法分为兩排，它的条件便是凡第一排 

的任何数必較大于第二排的任何数。 

有时第一排中有一数較小于其他各数；例如將一切大于2和 
数2本身数排在第一排，又把一切小于2的数排入第二排，則顯然 
2是第一排的最小数，此理甚明。所以数2便可作为这种分配的 
符号。 

反之，也許在第二排中有一数大于其他各数;例如將凡大于数 
2排入第一排，將2和一切小于2的数排入第二排。这里，数2还 
是可作为这种配置的符号。 

然有时也許在第一排中,無一数小于其他各数,以及在第二排 


_ N 
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中無一数大于其他各数。例如將平方較大于2的一切可約数排入 
第一排，將平方小于2的一切数排入第二排，大家知道这里沒有一 

n 

个平方适为2的数。在第一排中顯然無一数小于其他各数，因为 
尽管某数的平方接近于2,人們总还可以找到別一个可約数，而其 
平方更接近于2的。 

照 杜德金 的看法,不可約数不过是可約数特別分配的式 
样的符号而已;而在每一分配的方式中，相应地必有一可約数或不 
可約数來做为符号。 

但这就算滿足，那就未免太不顧到这些符号的來源了；此外尙 
須說明为什么人們会給这些符号一种具体的存在，而在另方面，对 
于分数不就开始有困难了嗎？如在事前，我們不知道一种可認为 
無窮尽分割的物質，亦卽一种連續統,則我們还会有这些数的槪念 
嗎？ 

物理的連續統——人們到此就要問数学連續統的覌念，是否 
簡單地由于实驗而來的。果然如是，則实驗的粗糖的数据——这 
就是我們的威覚——將是可被測量的了。人們可能相信这是对的， 
因为近年來有人努力去測量，幷且还發明了一个定律，名曰 費希勒 
( Fechner ) 定律，而根据这个定律感覚与刺激的对数成正比例。 

然而我們如再伃細考察那宠律所根据的实驗，則所得結論必 
將大为不然。例如人們覚得曾覌蔡过10克重的4物和11克重的 
B 物，兩者產生同一的烕覚，而刀物的重量，在烕覚上又無別于12 
克重的 a 物，但人們对于重量2与重量 O 的差別就容易区別出 

來。所以实驗所得的粗糙的結果，可用下列关系 表示： 

A=B, B = A<0 o 

这些式子可認为物理的連續統的公式。 


¥ 数学晕与实驗 
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这里和矛盾律有一个嚴重的不符合，我們認为有消除这一困 
难的必要，因此才不得不發明数学的連續統來。 

所以人們势必結論說这种覌念是精神一手創造的，但这也是 
实驗所提供它的机会。 

我們不能相信等于同一第三物的兩物会互不自相等的，正因 
此我們才來假定乂有別于圮而厶有別于 <7,但因我們咸官的不 
灵,所以不能辨別它們。 

数学連續統的創造—— 

第一階段 —— 迄今为止，为說明事实起見，我們可能只要在』 
与厶中任意插入少数保持离散的数項。我們如利用一种工具，來 
补助我們薄弱的感官，例如顯微鏡，那就怎样呢？剛才不能辨別的 
数 A 和数方 兩項，現在对我們似有分別了；但在已經区別的2与 
B 中將又加入勅 Z) 項，又無法把它來同2和召区別了。尽管用最 
改進的方法，那由实驗得來的粗粮結果总表示一种物理的連續統 
特性，同时帶着內在的矛盾。 

非得在已經辨別出來的数項中，不断地插進新的数項，而且这 
个工作当無窮尽地繼續進行下去，我們才可避免那事。除非我們 
能想像一种極精密的仪器能把物理的連續統分成离散的元素，好 
比用天文鏡測視天河，分出無数的小星一样，否則我們不会想到要 
停止这种工作的。但我們不能理想到这个；因为我們总是靠威官 
來用 仪器， 譬如用眼睛窺視顯微鏡放大的物像，因此这种物像总含 
有一种視覚的性質，因而含有物理連續統的特性。 

直接看到的一种長度，和經顯微鏡放大一倍的半長度是毫無 
分別的。全部的东西和它的部分是同質的，这又是一种新的矛盾, 
或者說是这样的，倘若数項是假宠有限的;事实上因一部分所含的 
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数項顯然較少于全部,所以部分是不能和全部相似的。 

一待数項認为無窮多，則矛盾消失;例如整数集合尽可認为与 
集合中的一部分的偶整数集合相似;事实上，每一整数对应着一偶 
整数,这偶整數卽該整数的二倍。 

但这不僅是为了避免这个含在实驗数据中的矛盾，精神才來 
用無限的数項來創造一連續統的槪念。 

此中情形正与剛才整数串連中發生的一样。我們有能力設想 
一單位可加入于一团的單位中;这完全是靠經驗，才使我們有机会 
練習这种能力，于是習慣成自然；但从这时起，我們覚得我們的权 
力是無限的，且可無窮地数 下去， 虽然我們所数的一向只是有限数 
的东西。 

同样，一等我們在一級数中的相續的兩数中插入平均数，我們 
就 覚得这 种工作可以繼續至于無窮，且可說毫無內稟的理由足以 
使我們停止的。 

为言語簡便起見，且讓我規定凡是按照可約数的排列定律所 
紐成的整个数項集合叫做第一級的数学的連續統。今如在那里面 
再按照不可約数的組成定律，插入新数項，則我們可得所謂第二級 
数学的連續統。 

第二階段——我們还只走了第一步；我們已經說明一些第一 
級連續統的來源;然現在要知道何以那些还不足，而何以要發明不 
可約数。 

人們試想像一根綫，它便不得不含有物理的連續統的特征，就 
是說須联想到那根綫具有一定寬度才能把它表象出來。所以兩綫 
就好像是兩条很窄的帶子,且如滿足于这样粗糙的想像，則顯然兩 
綫交叉时，必有公共占据的一部分。 


第二章数学 ifi 与实驗: 
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然而純粹几何家作了更大的 努力： 他虽一方面不全然脫离威 
官的帮肋，然他想达到一种無寬狹的綫，与無大小的点的槪念。为 
此0的他只有把綫認为漸形收窄的最后限度，点是面積漸形縮小 
的最后限度。所以我們那兩条交叉的綫，無論怎样細而窄，总有一 
共同的面積，条子愈細，面積愈小，而它的限度卽几何家所謂点子。 

因此之故，人們說兩綫相交必有一共同点，而这+輿理似乎是 
直覚的了。 

然如人們把綫看作第一級連績統，卽如在几何家所画的綫上 
只有用有理数的坐标的点子，則这个眞理未免含有矛盾了。这个 
矛盾將是很明顯的，如人們肯定圓与直綫的存在。 

事实上，顯然地，如只認以可約数为坐标的点子是实在的，則 
內切于正方形的圓和这正方形的对角綫將不能相交，因为相交点 
的坐标是不可約数。 

这样还不够，因为这里僅有少数是不可約数，而非完全是不可 
約数。 

今試把一直綫分为二条半直綫。每一半直綫可認为一窟寬的 
条子;則这兩条子互相搭叠，因在它們之間不应有間隙。它們的共 
同部分可認为一点,倘若我們理想那条綫愈縮愈細,以至把它分作 
兩截时，它們的共同交接点，仍只一点，这差不多是直覚的眞理;这 
里我們就遇到 克龍勒克 先生的覌念了 ；他認为凡一不可約数可視 
为兩排有理数的共同交界。 

这就是第二級連續統的來源，它是眞正的数学連續統 ( le con - 

tinu niath^inatiqn e ) 0 

撮要——撮要言之，精神有創造符号的能力，因此它能建設数 
学的連續統，而这不过是一些符号的特別系統而已。只是为了免 
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去一切矛盾，它的权力才是有限制的；然精神如無經驗給庀以理 
由，則也不会用它的。 

在我們所討論的情形中，这种理由就是从烕官的粗糙的数据 
中引出的物理連續統 （]e continu physique ) 的槪念。但这槪念 

未免牽及許多 矛盾， 而是要依次免除的。因此我們势必想出漸趋 
繁复的符号系統。至今，我們所說到的系統，不僅無內在的矛盾 
——这正如上面我們已經过的各階段一样——且与那些所謂直覚 
的命題不生矛盾，这些直覚的命題是从多少經过提錬的經驗的槪 
念中引出來的。 


可量的数量——迄今为止,我們所研究的量都是不可測量的; 

• « 

固然，我們能說这量比那量或大或小,然不能說到底大几倍或小儿 
倍。 

事实上，至今我只研究了数項排列的順序。然在应用上这是 
不够的。我們要学習來比較任何二数項間的間隔。必須有了这个 
条件，連續統才变成可量的数量，而算術的运算也就可应用上去 
了。 


这事又非有一种新的与特別的公約帮助不成。人們將公認在 

♦ • •鲁暑 


A 和厶兩数項間的間隔等于 C 和刀 兩項間的間隔。例如我們曾 


在上文以整数級排列为起点，又曾假定在相繼的兩項之間夾以几 
个中間項;那么这些新数項照公約將認为等距离的了。 

这里是对兩数量的加法下定义的方式；因为假使照定义 
間隔等于 CD 間隔，則 AD 間隔照窟义將是 乂刀加 CZ ) 之和。 

这个定义是大有任意性的。但也不完全是的。因它服从某种 
条件，例如它服从加法的結合律与可換律。然只要所选定的定义 
适合这些定律，則选擇就無所謂,而無庸去把它十分明确化了。 


第二章数学量与实驗 


各种注意——我們可以提出几条重要的問題來討論。 

一、 精神的創造力是否由于数学的連續統的發現而吿竭尽了 
呢？ 

不； 斗布畦乃蒙 (Du Bois - Reymond ) 先生的著作明顯地証明 
了这点。 

大家知道数学家能区別各級的無窮小，第二級的無窮小不特 
是絕对的無窮小，且对于第一級無窮小也是無窮小的。我們不难 
想像一种分数級的甚或無理数級的無窮小，干是我們又尋得数学 
的連續統的尺度，而这正是我們在前几頁所討論的对象。 

但还有別的事情哩。有些無窮小对于第一級無窮小是無窮小， 
但对于第 1 + s 級的無窮小，反而是無窮大，不問 s 小得如何。这就 
是在級数中我們插進的新数項，且如照剛才我所用过的虽不大通 
行但还方便的言語，我可說人們又創造了一种第三級連續統了。 

我們本不难追求下去,但將是無謂的精神玩意兒;且想出來的 
符号，將無应用之可能，而無人要去注意的。由討論各級無窮小而 
引出的第三級連續統本身已少实用而無地盤，而几何学家对它不 
过認为是一种簡單的好奇而已。人們的精神受經驗的必要性的支 
配，才施展他的創造技能。 

二、 旣有数学的連續統的槪念之后，人們就可免去有如產生这 

槪念的矛盾否？ 

不，讓我來举例說明。 

必須是很通博的人才覚得凡是曲綫不必顯然要有一切綫。事 
实上,如果人們認为曲綫和直綫是極細的兩条帶子，人們总可使它 
們有一共同的小部分碰到而不相交。然后我們再想像这兩条帶子 
縮小以至于無窮細，則二者共同的部分永远可以存在，等到了可說 
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是到某限度时，这兩条綫只有一共同点而不相交，就是說兩綫只是 
相接触。 

假使几何家作这样的推想，不問其有心或無心，將与上面我們 
已証明兩綫相交只得一点的道理实在相同，而他的直覚似乎也是 
会法的。 

但这也許就是騙他的。人們可以証明有些曲綫幷無切綫，倘 
若这綫是規定为第二級分析的連續統。 

無疑地，用像我們上面研究过的巧法子，或亦可免除矛盾；但 
这种矛盾旣然只有在特別情形中才碰到，大家便不管 它了。 与其 
設法把直覚与分析調和起來，人們寧願栖牲其一，而分析数学旣是 
嚴密的学問，人們便归罪于直覚法了。 

多維的物理連續統 一 在上面我曾研究过由我們威官的直接 
数据或卽由豊氏的实驗的粗糙的結果生出來的物理連續統；我幷 
已証明那些結果是总結在矛盾的公 式中： 

A = B , 5=(7, 2<(7。 

現在我們看这个槪念是怎样推廣的，幷如何能由此生出多維 
的連續統的槪念。 

設有任何兩团的威覚。或者我們可加以辨別，或者我們不能 
辨別，有如在查氏实驗中十二克的重量可別于十克的重量,但不能 
別于十一克的。我不必用別的东西來建設多維的連續統。 

今試把各团的感覚叫做“元素” （616 ment ) D 这与数学家的点 
相仿佛；但这也不是完全相同的东西。我們不能說这元素是無大 
小的，因为我們不能把它和鄰近的元素区別。因此它似乎被包圍 
在云霧里一般。拿天文学作比，我們的“元素”就如屋云，而数学上 
的点子就如星星一般了。 


笫二章数学量与实驗 
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这个旣已說明，如果人們能由一任何元素來到任何另一元素， 
中間經过一連串相繼續的而前后不能辨別的元素，則这些元素的 
系統就可形成一連續統。將这一連串比作数学家的綫，正如孤立 

• • • ♦ • 摯 

的元素比作点子一般。 

• ♦ 

在未進一歩以前,先將所謂分割 (une coupure ) 下一定义。設 

• « 

有一連續統 C ， 試取出其中的若干元素，而暫認为它們不屬于这 
連續統。这些取出的元素的集合就总而名之曰分割。有时 C 借此 

又重分为許多不同的連續統，而所余的一团元素不再成为唯一的 

• • 

連續統。 

于是在 C 上有』和厶二元素，我們当把他們認为屬于二不相 

同的連續統，我們其所以能看出來，因为决不能在 C 中找得一連串 

• « 

从2到5相繼續的元素，且每一元素与前一元素又不可辨別，除非 

• • 

ti5S£ 3 

反之，也許那成立了的分割不足以重分連續統 c 。 为要把物理 
的連續統分类，我們正得要去覌察何种分割才是合乎重分之用。 

如果物理的連續統 C 可用一种分割重分，分成有限数而互相 

« • 

可辨別的元素(故旣不成为一个連續統，又不是許多的連續統)，我 
們就說0是一維的連續統。 

反之，如 G 只能用那本身也成为連續統的分割重分，我們就說 
C 是多維的。倘只要用一維的連續統的分割就够了，我們就說 C 有 
二維;倘 R 要用二維的分割就够了，我們就說 c 有三維，余依次类 
推 。 

这样，多維的物理連續統的槪念是被規定了，这全靠这件很簡 
明的事实，卽二团感覚有时是可以辨別的或有时是不能辨別的 9 
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多維的数学連續統 一一 至于《維的数学的連續統的槪念，自 
然也可用我們在本章开始 已研究 过的方法推引出來。大家知道, 
这种連續統中的一点，可用《个不同的数量卽所謂坐标來規定。 

这些量不必总是可測量的，例如在有一种几何学的分支中人 
們無視于达些量的測量，而僅研究如何知道好比在曲綫上， 
是否方点在4点与 C 点之間，而不是要知道弧長是否等于弧 
長召或是它的二倍。这种数学名曰拓樸学 (analyse situs )。 

• • ft 

这是一門很有体系的学說，它曾吸引許多几何学家去研究，因 
而發明了一系列可注意的定理。它和平常几何定理不同处，卽在 
于它純粹是屬于定性的，且如这些圖形被一位不精巧的画师將各 
部分比例大大地改变，甚至將直綫画成多少有点弯曲的綫,那些定 
理还是保持眞实的。 

这是当人們想在我們剛才所規定的連續統中引入了度量时 
于是这种連續統才成为空間，而几何学誕生。但这事且留在下章 
再研究罢。 


第二部空間 

第三窣非欧几里得几何学 

凡一結論必先有前提，这些前提，或本身卽明顯的，故無須 ffi 
明，或僅根据別的命題才能成立，但由于我們旣不能这样追究至無 
窮，則凡演繹的科学，特別是几何学，必先建設在几条不可証明的 
公理上才行。敌凡儿何学的專書的公式幵始就陈述这些公理。但 
是在这里也要有所区別的；有些公理例如“等于第三数量的兩个数 
量必互相等”幷非儿何学的命題，而是分析学的命題。我認为它是 
先驗的分析判断，我不去理会它。 

• i • 

然对于別的專屬于几何的公理，我就要認眞地研究一下了。一 
般專書中明白地陈述三个 公理： 

一、 經过二点只能作一直綫； 

二、 直綫是兩点間最短的距离； 

三、 自一点只能引一直綫，和一給定的直綫平行。 

虽然人們常省去証明那第二公理，但可把它自其它二公理和 
其他更多的默認的公理中演繹而出，这且待以后再來說明。 

人們久想証明那第三公理，卽所謂 欧几里得 公設 (postulatmn 
( TEuclide ), 然总、是白费了心力。人們对于这种幻想所耗費的努 
力，眞是令人不可思議的。等到十九世紀初叶，有兩位大学者，差 
不多同时，一位是 匈牙利 人鮑耶 ( Bolyai ), 一 位是 俄罗斯 人 罗巴切 



夫斯基 ( Lobatchevsky ) ,他們用一种不可反駁的形式成立这个証 

明是不可能的；他們差不多替我們擺脫了那些沒有公理的儿何發 
明家;从此 法國 科学院 (Acadfoiie des Sciences ) 每年只接到一二 

种新的証明論文了。 

但問題还未完全結束;不久就有黎曼 ( Riemann ) 先生發表了 
著名的論文，題为“几何学之基本假設 ” （tfber die Hypothesen 
welche der Geoiretrie zum Grunde ligen ), 問題才有了 大進 

步。 

这本小册子引起許多近代的著作，稍迟我將述及，其中尤以亘 
耳太密 ( Beltrami ) 与 赫尔莫 慈 ( Helmholtz ) 的著作要提出說明。 

罗巴切夫斯基 几何学——倘若 欧几里得 公設可从別的公理導 
出，当我們不承認这公理，但又承認那些別的公理，則顯然地人們 
必將得互相矛盾的后果了 ;所以不可能在这一些前提上，建立一种 
自圓其說的几何。 

这正就是曼氏所傲过的。他开始先 假定： 

T H 莩 于疗。 

此外他仍旧保存其 他的® 氏公理。从这些假設他乃演繹出來 
一系列的定理，其中不特毫無矛盾，且他創造的几何学的嚴密邏輯 
实可与 欧几里得 几何媲美。 

这些定理，自然是与我們所習用的大为不同，而乍淆上去，还 
不致引起怀疑。 

譬如三角形的三角之和总是小于二直角，而这和数与二直角 
之差則与三角形的面積成正比例。 

要想画一圖形与給定的圖形相似而不相等，这是不可能的。 

又如分一圓周为 n 等分，自各分点引一切綫，則这 w 切綫將形 
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成一多边形，只要这圓的半徑不太大;如其太大，則彼此不能相交。 

現在不必多举这些例子罢。罗氏諸命題与欧氏諸命題已毫無 
关系 5 但它們也同样地互相合乎邏輯联絡着的。 

黎曼几何学——我們試設想有一無厚薄的生物所生存的世 
界;又假完这些“無窮扁平”的动物都是在唯一的平面內，而不能走 
出來的。又假定这世界与別的世界相距很远，以免受其影响。当 
我們正在做这些假設时,我們不妨再假定这些动物具有理性，幷且 
相信它們有研究几何学的能力。这样，它們对于空間一定只能看 
做是二維的了。 

現在且假定这些理想的动物虽是無厚薄的，但是具有圓球形 
的样子，而不是平的，而这些球形的动物都生長在同一的球上，幷 
不能走出的。然則它們將建立何种的几何呢？第一，它們自然还 
是 看那空間是二維的；直綫对于它們实卽球面上兩点最短的距离， 
此卽大圓周的一弧綫 ，一 句話，它們的几何將是球面几何学。 

他們所謂的空間,就是这永远脫离不了的球面，在这上面表演 
着他們可以認識的一切現象。他們的空間將是無限界的。因它們 
在球面上可以一直向前走而不停止，但这空間將是有限的;在那上 

鲁 ♦ 

面虽無終端可尋，然可以打一个圈子。 

那么，整氏几何学却是推廣到三維的球面几何。德國的数学 
大家为建立他那种几何，不單走來便拋棄了 欧几里得 公理，幷建第 

一公 理:从 5唯了吃亭攀也丟掉。 

* 

从球面上的二給定点，普通僅可通过一个大圓周（此卽如我們 

• 鲁 

方才所見的那些理想的动物所認識的直綫)，然而也有个例外：如 
此二点是在对徑上的，則由此二点，可通过無窮数的大圓圈。 

同样， 在黎氏几何中（这至少是黎氏几何的各形式之一如是)， 

I 『 - IT 
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由二点僅可通过唯一的直綫，但有时亦可通过無窮数的直綫 3 
这里整氏几何与置氏几何有一种相对立的地方。 

例如三角形的三角的 和是： 

在蜜氏几何中等于二直角； 

在墨氏几何中小于二直角； 

在室氏几何中大于二直角。 

由 一 給定点所可引与一給定直綫相平行的直綫 数是： 

在莖氏几何中等于一； 

在■氏几何中等于零； 

在 g 氏几何中等于無窮。 

此外，我們要加說一 句：整 氏的空間是有限的，虽然是無限界 
的，这兩个名詞的意义与上面所說过的相同。 

常曲度的面——虽然，还有一个可能的反駁。哭氏与垄氏的 
定理是毫不矛盾的；但無論从这兩种几何的假設中所導出的后果 
怎样多，他們在未將所有的后果尽得以前，他們势必停止下來，不 
然，其数將是無窮了；难道他們再向前推演，他們就不会遇到一种 
矛盾而后休么？ 

这种困难在整氏几何学中是沒有的，只須人們以二維空間为 
限;事实上我們已見过那餐氏几何無异于球面几何，这几何不过是 
普通几何的一分支，当然毋庸討論。 

白耳太密 先生同样把罗氏二維的几何归入只是普通几何中的 
一 分支， 也反对过有关它的反駁。 

且看他究竟是如何做到的吧。假設在一面上有一任何圖形。 
試想这圖形是画在一种可屈折而不可伸縮的布上的，而这布便緊 
貼在这表面上，使得当这布移动而变形时，这圖形上的各綫也随着 
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变形，但不改变長度。一般这个可屈折但不可伸縮的圖形是不能 
換位而不致脱离这表面的；伹有一些特別的面对于这种动作是可 
能的，此卽常曲度面。 

今試再將我們上面的比喩來談，幷設想那些無厚度的生物是 
生長在这一种的面上，于是它們就要認为能保定圖形的各綫長度 
的圖形运动是可能的事了。反之，这样的运动对于生在一个曲度 
可变的面上的無厚度的生物，便是無稽之談了。 

这种常曲度面可分为 二种： 

一种是正曲度的，可变其形而緊貼在球面上。所以这种面上 

• • • 

的几何，变为球面 几何， 卽莖氏几何。 

另一种是負曲度的，白耳太密先生曾証明这些面的几何卽罗 

• • • • --- - - -- 

氏几何。故黎氏与罗氏的二維几何仍屬于欧氏儿何。 

-- — 

非 欧几里得 几何的釋义——这样一切关于二維几何的反駁都 
消滅了。 

我們也不难把 白耳太密 先生的推理推廣到三維几何。那对于 
四維几何也不退却的人，对这也自然沒有困难，但这种人是很少的。 
所以我情願用另法來講吧。 

設有我名之曰“基本平面”的平面,且制定一种字典，使每个名 
詞有兩行相对应的解釋，好像那有兩种語言的普通字典有兩种同 
义的字一样形式。 

空間……在基本平面以上的空間的部分。 

平面……与基本平面相交成直角的球面。 

直綫……与基本平面相交成直角的圓圈。 

球体 . 球体。 

圄圈 …… 圓圈 Q 






角……角。 

二点的距离 . 基本平面与經过此二良的正交圓的交彘=以 
及此二点的非調和比率 （le rapport antiarmonique ) 的对数。 

然后試將罗氏几何的定理用这字典翻譯，有如用德法合璧字 

■ ■_ - --- 

典翻譯一篇瘦文一样。卒爭事”聲-擎舉斧牢學。 

例如有 一曼氏定理: “三角形的三角之和小于二直角”可 譯为： 
“如一曲綫的三角形的三边是經延長后与基本平面相交成直角的 

4 - 

圓弧綫，則这曲三角形的三角之和必小于二直角”。这样，無論如 

何推引罗氏的假設的后果，人們始終不致遇到矛盾。事实上，如罗 

. . 

氏的二个定理是互相矛盾的，則借用我們的字典所翻出來的二譯 
文势必亦然，但这些譯文是普通几何的定理，而沒有人疑惑普通几 
何是会有矛盾的。我們这个信仰是从何而來？幷且是否合理？这 
个問題我可不能在这里談，因为說起來就要拉長7。所以我上面 
所提出了的反駁，現在一点也沒有了。 

这还不算完。曼氏几何固然能具体地解釋，但幷非一种空洞 
的邏輯的練習，它琢有許多的应用；我在这里旣無暇談到这些应 
用，也不能談到克朗 ( Klein ) 先生和我个人从它所推出的微分綫性 

A 

方程積分法。 

况且这种解釋不是唯一的，人們尽可編制許多同上面相似的 

字典,都只須經过簡單的“翻譯”，就可將罗氏几何的定理变为普通 

■ 一 

几何的定理。 ^ 

內涵的公理——試問在一些几何学專書中所明白陈述出來的 
公理是几何学的唯一的基礎嗎？人們試看在依次把屯們抛去之 
后，那些与曼氏、些氏、整氏理論有共同性的几个命題还是成立，人 
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們就知其不然了。这些命題必須建設在几何家不去陈述而僅承認 
的前提上。設法把它們从經典的証明上淸理出來，这是很有趣味 
的唞。 


弥耳 （Stuart Mill ) 以为一切定义必包含一公理， 因为 下定义 
时，人們已内涵地肯定那被規定物 （ l’objet 的存在了。这 

样就未免說得太远了；在数学中人們对一物下了定义后，少不了再 
要証明它的存在，有时其所以省去这种手續，是因一般讀者都容易 
自去 补充。我們不可忘記这“存在”一个字对于数学中的物与对于 
物質的物是有不同的意义的。一个数学中的物可以存在，只須它 
的定义的本身或与先前認可的命題都不發生矛盾。 

弥氏这个覌察虽不能应用在一切定义上，然对于一部分的定 


义是正确的。有时人們对于平面的定义是 如下： 

平面是一种面 ( surface ) ，在那面上諸点中的某二点联結的直 
綫是完全在这面上的。 

这定义顯然內涵着一个新的公理;誠然，人們可把它改換，这 
也許还好些，但为此必要把公理明白地陈述才行。 

別的定义也可以引起幷非不重要的迴思。 

臀如二圖形相等的 問題： 凡是可以把二圖形叠合起來則必相 


等;为要將兩圖形叠合起來，則必先移动其一，一直到它能够接触 


和另一圖形吻合为止;但应怎样移动它呢？假使我們發此疑問，人 
們一洚要答道，移动时要如那不变形的固体，不可变易圖形才行。 
因此仍顯然归到原有的問題，而是轉圈子 (cerele vicieux ) 了。 

其实这个定义幷沒有定出什么來；对于住在只有流体的世界 
上的生物，它是毫無意义的。假使它对千我們好像是很明白的，那 
是因为我們对于夭然的固体的特性是習見的，而这天然的固体与 
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那各向不变的理想固体，是沒有大区別的。 

虽然，这定义無論怎样不完滿，总是含蓄一种公理。 

一个不变形的圖形运动的可能性,不是本身明顯的眞理，或至 

少它只能像欧几黾得公設那样，而不是像先驗分析的判断那样。 

— • • 

此外当研究几何学的定义和証明的时候，人們覚得势必無証 
明地承認不僅这种运动的可能性，幷且还要承認它的几种特性。 

第一这是在直綫的定义中就可看出的。人們从前所給与它的 
定义都不大好，而那眞正的定义却是暗示在用到直綫的一切証明 
中的那 一种： 


“有时一不变圖形的运动也許是这样的：凡屬于这圖上某綫的 
各点不动，同时在此綫外的各点則移动。凡这种綫就命之曰 （ 直 
綫’”。我們在这条陈述中已特意把那定义与其內涵的公理分开 


To * 

有許多的証明，例如三角形之相等，由某点引一直綫垂直于宅 
直綫之可能性，都假定有許多可省得陈述的命題，因为它們势必承 
認在空間有用某种方式移动一圖形的可能。 

第四种几何学-—在这些內涵的公理中，有一条是很可値得 
注意的，因为倘若把它抛棄，人們还可構成第四种几何，与垔氏整 
氏和 堅氏的 三种几何一样的有一致性。 

为要証明人們总可由2点引一与直綫2丑相垂直的直綫，人 
們設想有一繞2点而动且原始与直綫』5相重合的直綫 AG ; 于 
是人們將此綫繞/点而轉，一直來到的延長綫上为止。 


这样人們假定兩个 命題: 第一这种旋轉是可能的,其次卽可轉 
到这兩綫互相延長的直綫上而后止。 

如人們只承認第一命題，而否認第二者,人們便要得到比罜氏 
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与黎氏儿何更为奇异的一系列定理，但这也是不会互相矛盾的。 

M 、 

我只叙述那些宠理中的一种，但我幷不选擇那最奇异的：了舉 
正的直綫可以自相垂直。 

索弗斯 • 李 (Hophus Lie ), 定理——內涵地導入經典的証明中 
的公理的数目，是远比所需要的为多，人們曾想把它們减少到最少 
数。 希尔伯脫 ( Hilbert ) 先生好像曾对这問題給出确定的解答。首 

先人們可以先驗地問这种减縮是否可能，假使那必需的公理的数 

• • • 

目和理想的几何的数0不是無窮的。 

索弗斯 • 李 的一个定理支配着这里整个討論。我們可这样地 
陈 述它： 

假定人們承認下列的前提： 

一、 空間是 w 維的； 

二、 不变形的圖形的运动是可能的； 

三、 这圖形在空間的位置必需 P 个条件方可确定。 

于是 寧—;了。 

我幷可加 說:如 n 是已給定，則人們可指宠 p 的最 高限。 

« « • 

所以人們如承認运动的可能性，則人們僅能發明有限数的(甚 
至少数)三維几何学。 

整曼几何学——但是这个結果似乎是被蓥氏反駁了的，因这 
位学者曾建立無数不同的几何，而普通所称的整氏几何学不过是 
个特例而已。 

他說： 一切要看人們对于一曲綫的長度的定义如何。但这种 
長度的洚义的方式是多極了，而每一个都可作为一种新几何学的 
起点。 

这是完全对的，不过大半这■定义与那在李氏洚理中認为可 
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能的不变形的圖形运动，是不符合的。所以这些餐氏几何縱然有 
許多好地方，但永远不过是純粹分析的，是不能有如座氏几何学那 
祥可証明的。 

希尔伯脫 的各种几何学——最后 魏翁勒斯 ( Veronese ) 与希尔 
伯脫先生曾想出更新奇的儿何，他們名曰“非 阿基米得 几何” (la 
g ^ om^trio non ~ arcMm 6 dienne )。 他們舍去阿基米學公理，而建 

筑那些新的几何，根据这公理，凡以够大的整数乘一給定長度，終 
必超过所先給定的任何大的長度。在一非陘氏直綫上普通几何的 
点子都存在，但尙有無窮的点子夾在其中，这样一來，那老派几何 
家認为相鄰接的兩截段之間，現在就可插進無窮数的新点子 。一 
句話，用前章的說法，非哼氏的空間不再是二級的連續統，而是三 
級的連續統了。 

关于公理的性質——大半数学家把置氏几何認为不过是一种 
簡單的邏輯的 奇巧； 有些人則更進一步。他們以为旣然有許多种 
几何学，則我們的儿何是的确眞实的嗎？無疑地，实驗吿訴我們三 
角形的三角之和等于二直角；但这因我們所运算的三角形都是太 
小的緣故;根据里氏，則其相差与三角形的面積成正 比例： 然則当 
我們計算較大的三角形时，或当我們的測量更精密的 时候， 这种差 
別就可被我們威覚得了嗎？由此以覌，欧氏几何只是暫时的几何 
而已。 

为討論这个意見，我們先要問几何公理的性質为何。 

这是否有如康德所謂先驗綜合的判断？ 

- • • 

于是它們旣然用那样大的力量來支配着我們，以致我們旣不 
能設想相反的命題，又不能在它的上面建立理論的体系。非欧氏 
几何也將沒有了。 
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为对这事信服，我們可舉一眞正的先驗綜合的判断，例如我們 

• « 

在第一章已知其重要作用的那 一种： 

如对1定輝为眞，又如人們已証定理对竹+1亦眞，只須对抑 

•晕* 春 • 籲 鲁旮_«籲 _ ■離攀 

为眞，則这定理对任何正整数都具。 

♦ 霉 聲 ■♦奉 懈 

其次人們試不用这种命題,而加以否認，同时为建立一种謬誤 
的算術，有如非些氏几何——那是人們不会达到目的的，甚至在、 
起始时，人們还会把这些判断認为分析的了。 

祝且，再把我們那無厚薄的动物的幻想來談吧；倘若那些动 
物，具有我們的理性，我們决不能相信它們竟采用与其經驗相反的 
欧几里得 儿何。 

然則我們应該結論几何的公理就是实驗的眞理嗎？但人們不 
是对那理想的直綫和圓周实驗的；人們只能用实在的物質实驗。 
然則拿什么实驗作为几何基礎呢？这却是容易回答的。 

我們在上面已經知道我們推理时总是把几何的圖形認为好像 
是固体似的。所以几何学所借重于实驗的东西，实卽这些固体的 
性質。 

光的性質和它的直綫傳播，也曾經是引出一些几何的命題的 
机会，尤其是投影几何的命題，由此以覌,人們就 会說: 度量的几何 
卽固体的研究，而投影几何卽光的研究。 

然这里却#在着一种不能克服的困难。如果几何学是一种实 
驗的科学，則不成为一精确的科学，而它就要被不断地修改了。那 
还有什么可說的呢？从今天起，它就会承認錯誤，因为我們知道世 
界上沒有巖密不变的固体。 

这原來是些公約 ( conventions ) ;在一切可能的公約中，我們 

• • 
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的选擇是受了經驗的事实引導;但它仍是自由的，它为免去一切的 

• • • • 

矛盾起見，才有所限制。因此厗管那些决:定公設的取舍的实驗定 
律是近似的,那些公設还是嚴密的眞实。 

換句話說，士呼学哈令 f (我幷不談算術的）亭苳予孕學争琴 

的窟义。 

• * « 

由是人們对于这个問題当作何威 想:莖 氏几何是眞实的么？ 
这个問題毫無意义。 

这好比問“米达”度量衡 (spst^me m^trique) 是对的，而旧制 
度是錯的； 笛卡兒 式的坐标 Ccoordonn^es cartesiennes) 是对的， 

而極坐标是錯的了。这不是这种儿何比那种几何輿；只有比較上 
K 利不便利 而已。 

而莖氏儿何是幷且永久是便利的几何： 

一、 因为它 是最簡明的。它这样不單是因我們精神的習償关 
系,或因我們 对于莖 氏的空間有一种我說不出的直接的®覚；它本 
身确是最簡明的，有如一次多項式是比二次多項式較簡那样，球面 
三角的公式比平面三角的公式复雜，而卽使一位不明白这些儿何 
公式的意义的分析数学家看上去,也有如此的威想。 

二、 因为它与自然界的固体的性質頗能符合，这些固体是我們 
的四肢和眼睛所能接近到的，幷用它們來制造測量的仪器。 

第四章空間 与几何 

我們先开始談一个小譲論。 

今如有一种生物，具有我們同样的精神与威彦，但先前毫未受 
过教育，屯們在适当选擇的外界中，能接受到一些印象，使得它們 
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建設与莖氏几何不同的几何，且能把这外界的現象都放在非欧几 
里得的空間或竟放在四維的空間里。 

至于我們，則我們的教育都來自現实的世界，假使一旦置身在 
这新世界中，則我們不难把其中一切的現象都归入我們的 欧几里 
搜空間。倒过來，如果这些生物都轉运到我們的世界中，則它們必 
把我們所有的現象归入非 欧几里得 的空間。 

我还有什么可說的；我們稍微努力一下便也可这样做的。今 
如有人竭尽畢生的力去做，或許可能达到第四維的想像。 

几何的空間与表象的空間——人們常常說外物的影像是局限 
在空間里的，甚至說唯有这条件，坪些影像才能形成。人們也說， 
这个为我們感覚与表象 （]a representation ) 准备好的框子 ( cadre ) 

的空間，与几何家所掌握的空間是完全相同的。 

前句話对于作如是覌的聪明人，一定威到很奇异。但要看看 
他們是否受了一些幻想的影响，而这个幻想用深刻的分析，便可消 
除的。 

首先那輿正的空間的特性是什么？我所指的是那作成几何学 
的对象的空間，而我名之曰“几何的空間”。下面是几个主要的特性: 

鲁鲁 _ » ♦ 

一、 它是連續的； 

二、 12是無窮的； 

三、 它是三維的； 

四、 屯是均勻的 （ homog ^ ne ) ，卽是各点都是恒等的； 

五、 沱是各向同性的 ( isotrope ), 卽是經过同一点的各綫都是 
恒等的。 

現在我們試把它和我們的或覚的与表象的框子相比，我幷把 
它叫做表象的空間 （lespace representative ) 0 

鲁* 參 • • 
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第二部 空間 


視覚的空間——先試考慮一种純粹視覚的印象，而是由于在 
網膜 （ Mtine ) 底部所形成的物像而來。 

略加分析，便知这个物像是連續的，但由于僅是二維的，这已 
經把几何的空間，和所謂粹純視覚的空間区別出來了。 

另方面这物像是放在有限界的框子里的。 

最后，还有一个也是重要的区 別:毕 学辱李予學亨 

勻的。不管在網膜上形成什么像，網膜上的各点沒有同一的作用。 

• * 

那黃斑点决不能認为与網膜边緣的一点相同 3 事实上不僅是同一 
的对象在那斑点上產生更强烈的印象，幷且在整个有限框子里，居 
中的点子和近边的点子是不相同的。 

苒深加分析，無疑地我們將知这視覚的空間的連續性和它的 
二維空間，也無非是一种幻覚；所以它与几何的空間相差將更远, 
但我們对这姑不必多說，我們在第二章中已把由这种注意所生的 
后果討論得很够了。 

但視覚可以讓我們怙計物的距离，所以又能覌察第三維了。 
但是大家知道这种第三維的視覚，实卽对光时所费力的感覚,以及 
双目所应作的收敛度以明視一物的感覚。 

这是一些筋肉的威覚，与給我們头二維空間的槪念的視覚大 
为不同。所以这第三維对于我們，和其他二維有不同的作用。所 

以所謂完全視覚的空間不是各向同性的空間。 

• •••••• 

誠然，屯恰好有三維；意卽在我們視覚的元素中（这至少是有 
助于形成大小的槪念的），知其三則其佘都可完全規定；若照数学 
的話說，这是含三独立变数的函数。 

然而我們再仔細審視一下。对于第三維我們曾用二种不同的 
方式來發 覚它： 卽用对光的費力和双目的收斂度。 
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無疑地，这兩种指示总是符合的，在他們之間有常定的关系， 
或換数学話說，就是測量这二种筋肉威覚的变数，在我們看上去， 
幷非各自独立的，或者，为省用那已很精致的数学槪念起見，我們 
仍可回到第二章，而把同一的事实陈述 如下： 

如2与召二收斂度的感覚是不可辨別的，則同时和它相伴随 
的/和 W 二对光的感覚也將不能辨別了。 

但这里可說是一种經驗的事实;如作反面的假定，先驗上是毫 
無妨碍的，又如輿有这相反的假定，如这二筋肉的威覚有各不相依 
存的变动，那末我們將要多計及一个独立的变数，而对于“完全視 
覚的空間”，我們將認为四維的物理的連續統了。 


我还要加說一句，这就是一种外部的經驗的事实。我們尽管 


« 鲁 鲁 


可以假定有一生物，具有与我們同一的精神和感官 。 宅是生在某世 
界中，那里光綫射到它的身上时，必經过形式复雜的折光媒質。于 
是供給我們視察距离的兩种指示，不再联有常定的关系了。一个 
在这样世界中受威官教育的生物，对于完全視覚的空間必將認为 


四維空間了。 

触覚的空間与动覚的空間——“触覚的空間”比視覚的空間更 

t 

为复雜，而与几何的空間相差更远了。因此对于触覚用不着去重 


复那对于視覚的討論。 

然除了視覚与触覚的数据之外，还有別的威覺，它对于空間槪 
念的萌芽同样有帮助幷比較更大。这是大家都知道的，这种威覺 
是随着我們所有的动作而生的,这就是普通所称的筋肉烕覚。 

与此相对应的框子就成为所謂“动覚的空間” ( l'espace mo - 

• • • « • 

teur )。 何:一筋向生出一种特別的可增可减的威覚，因此我們全体 
筋肉的戚覺所诙存的变数当等于我們所有的筋肉数。因此孕 零寧 
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多少根筋，动覺的空間便有若干維了 


o 


我知道人們將說，筋肉的感覺之助成空間的槪念，这是因在我 
們对于每一运动的方向都有一种感受，而这也就是咸覚中的一部 


• • 


分。如果这是眞的，如果某筋囱的咸覚要伴有这种方向的几何的 
感受才得發生，則几何的空間將眞就是支配我們的咸覚的一种形 


式。 

但当我自己分析我的威覚时，我毫不覚得是如此的。 

我所看到的，就是关于同方向运动的烕覚，是用簡單的莩考# 
合方式联系在我腦中的。我們所謂“方向的感受”，卽是由这种結 
合而來。所以这种威受决不是在唯一的感覚中可找得到的。 

这种結合是很复雜的，因为随着四肢的位置，同一筋肉的收縮 
能对应着多种大不同的方向的运动。 

这个結合是顯然已具有的了 ；有如其他各种的覌念的結合，它 
是一种習慣的結果;这結果本身也是由許多的經驗而來;毫無疑問 

• • •蠡 

地，假使我們的威官教育是在另一不同的环境中受到的，而在那里 
我們受着不同的印象，則必生出相反的寧增且我們的筋肉的威覚 
必按照:其他的宠律互相联系着了。 

表象的空間的性質——由此可見，在視覚的、触覚的与动覚的 
三种形式之下的表象空間是与几何的空間大大不同的。 

屯旣非均勻的又非各向同 性的； 人們甚至也不能說它是三維 


的。 

人們常說我們把外界所蔡辨的对象，“投影”于几何的空間;我 
們把它“局限’ ’ (localiser ) 起來 0 

这有意义否,而有何意义？ 

这个意思就是說我們把外界的事物表示于几何的空間嗎？ 

秦 * 
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我們的表象，只是我們的威覚所仿造出來的，所以只能和它們 
列入同一的框子中，意卽在表象的空間中。 

我們之不能把外物表示于几何的空間，正如画师不能在一平 
面的圖上画出物的苌、闊、高三維來。 

表象的空間 R 是几何的空間的影像，这个影像經了一种透視 
改变形狀,而我們只是桉照这透視学的道理才能表示物体。 

所以我們幷非把外物表示于几何的空間，我們只是把这物体 

镛 • 

当作在儿何的空間而对它推理。 

• « 

另方面，当我們說把某某物件“局限”于空間的某某点，这是什 
么意思？ 

这 学，而不說 
为表示这些动作，必將其本身投影于空間，以及空間的槪念当因此 
先存在。 

当我說我們把这些动作表示出來，我只說我們把和它相伴的 
筋肉的威覚表示出來，这些筋肉威覚是毫無儿何的性質的，它們因 
此毫不含蓄空間槪念先在的意思。 

狀态的变化与位置的变化——但有人將說，如几何的空間覌 
念幷不支配着我們的精神，又不是我們的任何威覚所能供給我們 
的，則此念又何自而生的呢？ 

. 这就是我們要研究的，而这要稍費时間才成，但我可把我所尝 
試的解釋先扼要說來。 

念，我們只是把这些感覚發生的次序的規律研究之后，才得到此 

念。 

♦ 

我們最初是知道我們的印象是会变更的；但在我們所發見的 
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第二部 空剧 


变更中，我們馬上就可以有所区別。 

我們有时說形成这些印象的对象，是变了狀态，时而說它們是 
变了位置，或者它們只是移动了。 

不間一对象是变态或变位，对于我們总是同样的表达出 來：卽 

然則我們如何能够去区別它們哩？这是容易明白的。如果只 
是位置的变易，我們的动作可以恢复原始的印象集合，这些动作使 
我們再在同一的相对的地位正对着运动的物体。这样我們矯正所 

# 争 « _ • 

發生了的变化，而用相反的变化恢复原狀。 

譬如是有关視覚的，有一物在眼前行动，我們可“随之以目”， 
而利用眼球的运动可使物像永久落在網膜的同一点。 

这种动作是我們良知的，因这是有意的,而且有筋肉威覚相伴 
的，但这不等于說我們把它表示于几何的空間。 

这样,变位的特性之有別于变态, fi 在于它能用这方法被矯正。 
人們因此有时可用二种方式从印象集合』來到印象集 合刀: 

一、 这是無意的而不受筋肉的烕覚，这是当物体移动时有的情形; 

二、 这是有意的而有筋肉的威覚的，这是物虽不动然我們对他有相 
对运动时的情形。 

果然如是，則由2集合到五集合的歷程只是位置上的变易。 
由此可知視覚与触覚,如無“筋囱的威官”的协助，决不能給我 
們空間的槪念。 

不但是这个槪念不能來自唯一的感覚，而是來自 “一 串的威 

_ ♦參鹼 

覚”，幷且一个不动的物体永不能有，因为屯旣不能就自身的运动 

奉 

矯正外物变位的效果，它便絕無理由去和态的变化区別。倘若它 
的运动是無意的，或毫無威覚相伴，它也不能得到这种槪念 P 

T 1 
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补偿的条件 有一种补偿 (compGnsation) 能使兩不相关的 

变易互相矯正，像这种的补偿怎祥是可能的？ 

今如有一已知儿何的人，他必这样 推想： 

如要發生补偿，当然要一方面外物的各部分,另方面我們的烕 
官的各机構，經了这兩种变易之后，仍恢复其原有相对的位置。为 

蠡 * 

此，外物的各部分也必互相保存其相对的位置,幷且我們的威官的 
各部分互相也須这样。 

換句話說，在第一种的变易中，外物应如不变的固体的移动, 
而在矯正第一种变易的第二种变易中，我們身体的全部也須这样。 
按照这种的条件，补偿就可以發生。 

a 我們尙不知几何学的人，因为我們对于空間的槪念尙未形 

成，所以我們不能做那样的推理，我們不能先驗地預料这种补偿是 

• • • 

否可能的。然由經驗知道有时这是做得到的，而就是根据了这件 
經驗的事实，我們才能从位置的变化中辨別出狀态的变化。 

固体与儿何——罗列在我們四周的万物之中，有些常常受一 
种移动，而这种移动同时可受我們自身的相关的动作之矯正，这就 

是固体。 

• • 

其他形狀可变的物件，除非例外，不能有这般的移动（只有位 

置之变易，而無形狀之变易)。倘若物体移动同时琴辱芊平狀，那 
末我們就是用适当动作，再也不能把我們的烕官的各机構移到与 

此物原始的卷布辱位置；因此我們再也不能重新建立原始的一团 
印象。 

这只是以后，屡經新試驗之后,我們才学得把变形的物体分为 
若干較小的部分，那各部分都能按照固体的規則移动。这样我們 
把变形 ((^ formation ) 与其他变态有所 区別； 在这些变形中 5 每一 
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部分 R 是受可以矯正的地位之变易，但全体所受的变动則較深切， 
再也不能用一种相关运动 (movement corr ^ latif )矯 正了。 

像这种的槪念已是很复雜的了，而其發現在比較 上已是 迟了； 
幷且如果固体的覌察未曾教導我們辨別位置的变易，則这槪念必 
不能產生。 

所以自然界中若無固体，亦必無几何学了。 

• ••參 •鲁 争争攀 

还有一个解釋，也頗有注意的价値。設有一固体先占据位置 
«，其次來到位置]8;在第一位置时，它使我們感受印象集 合卓而 
在第二位置时，印象集合刀。今設又有第二固体与第一个有不同 
的性質，例如有不同的顏色。我們也假窟它由《到]8,在 a 时使我 
們威受印象集 合/到 i 8 时威受印象集合 

一般/集合与 2 集合必無相同处， B 集合与# 集合亦然。 
所以由』集合到5集合与由义集合到及集合这兩种的变易，芊 
身一般是毫不相同的。 

虽然，对于这兩种变易，我們都認为是移动，或更好点，我們認 

为同一的移动。这是怎样的一回事？ 

• • • 

这簡單地是因为它們可以被我們身体上同一相关的运动矯 


正 


0 


所以这是“相关运动”才在这兩現象中成立唯一的联絡，否則 


鲁 • 


我們永想不到把它倆接近起來。 

另方面，我們的身体，利賴关節和筋肉，方可以做出無数的不 
同的动作;但它們都不能“矯正”外物的变动；倘若这样，那末只有 
我們全身，或至少我們烕官的各机構加入行动时，都一致行动，意 
卽僳固体那样常保其各部的相对的位置而不变。 


撮要: 
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一、 第一我們要区別兩种 現象： 

有些是無意的，又無筋肉之感覚伴随的，我們認为來自外 
物;这是外界的变 S ; 

有些，其性質适与上相反，而來自我們本身的动作，这是内 
部的变易。 

二、 我們注意这每一种現象的某一些变易可被屯种相关的变 
易所矯正。 

三、 在外界的变易中，我們区別那些在別种的变易中有一个与 
此相关的变易就叫做移动；同样，在內部的变易中，我們区 
別那些在第一种的变易中有与此相关的变易。 

由是利賴了这种互反性，我們对諸現象的一个特別种类下定 

义，叫作移动。等辱卒荦早率咚寧學序枣竽哼哼％。 

均勻定律——在这些定律中第一就是均勻宠律。 

假定因外界变易《，我們由印象集合2來到印象集合其 
次被一有意的而相关的运动 )3 矯正 h 使我們仍归于集合 j 。 

今假定另有外界的变易使我們重新由 i 到忍。 

于是經驗吿訴我們，这个变易 Y 有如 a 可用有意而相关的动 
作 P 矯正，且此动作反和矯正 a 的动作 )3 对应着同一的筋肉威 

覚* 

有了这事实，所以\們平常說李吁學垮亨哼，早辱斧哼―筚 

的。 

人們也可以說某动作發生之后，可再發生至二次，三次，如是 
类推，而不改其特性。 

在第一章中我們曾研究过数学推理的性質，我們已知对同 一 
运算重演至無窮次数的可能性之重要。 




数学推理的功效仝®这种的重复性；所以这是利賴了均勻定 
律，它才能建立在几何的事实上。 

为了完全起見，除均勻定律之外，还要加上無数相似的定律， 
我也不必贅述，但数学家可用一句話扼要地說許多的移动成为 ‘‘一 
群” (un group ©)。 

非欧几里得世界——假使几何的空間是一支配着我們每个个 

«-— — • • 

別考慮的表象上的框子，則人們將不能解除这框子來表示一影像， 
且我們絲毫不能变易我們的几何学。 

但其实不然，几何学不过是这些影像前后相繼續的定律的撮 

• 畚 

要。于是尽可想像一連串的表象,与我們尋常的表象处处相似，但 
其相繼續的定律与我們 a 習用者不同。 

于是人們可想到如有一种生物，它的教育就是在这些定律遭 
变的环境中受的，則它們必另有一种与我們不同的几何学了。 

譬如在一大圓球中的一世界中有如下的 定律： 

其中的温度是不一致的；中部最高，而距心漸远則温度漸降， 

✓ 

当我們到了圍住这世界的球面上便减到絕对零度。 

我苒把这温度变动之定律明确一 T 。 設有半徑为丑的有限界 
的球； r 是自某点至球心的距离。則該点的絕对温度將与丑 2 —0 
成正比例。 - 

我再假定在这世界中，所有物体皆具有同一的膨脹率，因而任 
何的一条尺的長度与其絕对溫度成比例。 

最后，我假定一 '物由 一 '点 移到温度不同的另一点后，怎能立 
与其新环境的温度相平衡。 

在这些假設中，絲毫沒有矛盾的或不可想像的。 

于是一可动物距笮限界球面愈近,則其形狀也变得愈小了。 
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第一我們要注意，在我們習用的几何学的覌点上看來，这世界 
固然是有界限的，但对于这上面的卮民，則是無限的了。 

盖当沱們要走近那有限的球 面时， 它們漸漸地降冷，因此縮 
小。它們的脚步也漸漸的小，因此它們永不能达到有限的球上。 

对于我們，几何学不过是研究不变形的固体运动的定律;对于 
这些理想生物，便是研究剛才我說过那随溫度差別而变形的固体 
运动的定律了。 

無疑地，在我們的世界中，天然的固体受了寒热之后，也發生 
形狀或体積的变化。徂是在我們建立几何学的 基礎时 ， 却把这种 
变化忽略去了；盖因它們旣是很微小的，又是不整齐的，所以我們 
認为是偶然的事。 

但在这假設的世界中,則大为不然，而这些变化却按照整齐的 
而極簡單的 定律。 

另方面，这些居民身体上各固体部分也受同一的形狀与体積 
的变化。 ' 

我还作一假設;我假定光綫經过不同的屈折环境，且其折光率 
与 R 2 — r 2 成反比例。在这情形下，容易看出光綫不是直的而是圓 
的了。 

为要把前說加以証实 ，我尙 須說明在外物的位置的某种变易， 

可被这理想世界上有知覚的生物用相关运动矯正；而这是为的要 

• » 

恢复那有知觉生物所有的原始印象集合。 

事实上，假定某物移动时，非如不变的固体的变形，而正如 一 
固体按照上面說过的溫度定律，受着不相等的膨脹而变形。为省 
便起見，請把这种的运动叫做非欧儿里得的移动。 

如一有知覚的生物在旁，則它的印象將被該物的移动所改变， 



但它如能有合式的动作，則这印象仍可还原的。这最后只需此物 
和那有知覚生物的总体（看作一体）能作这些時別移动的一种，这 
些特別移动卽我剛才所称的非 欧几里得 的移动。人們如假定这有 
知覚生物的四肢与其世界中的其他物体按照同一的定律膨脹：則 
这事就是可能的了。 

在我們習用的几何上，虽然这些物体移动时是变形的，且其各 
部分不再保持其相对的位置，但是我們將去看那有知覚生物的印 
象又变成一样的。 

事实上，各部分的相互距离虽能变更，然起初相抵触的部分最 
后仍是相抵触的。所以触覚的印象幷未变易。 

另方面，如計及上文关于光綫的折光与曲度的假設，則視覚的 
印象也將沒有变易了。 

所以这些理想的生物同我們一样，要把它們所親身經歷的現 
象分类，幷在其中辨別出來“位置的变易”，这是可用有意的相关劫 
作去矯正的。 

它們如建設一种几何，这將与我們的不同,我們是研究不变固 
体的运动的;它們的几何是它們能这样辨別的位置变易，而这实卽 
“非 欧几里得 的移动”，尽 m 。 

所以和我們一样的生物,但它的敎育是受在这祥的世界里，則 
其几何学將与我們的不同了。 

四維世界一人們旣能表示非 欧几里得 世界，同样也可表示 
四維世界。 

視覚，縱然用一只眼睛，与眼球的筋肉运动的感覚联合起來， 
便足使我們知道三維的空間了。 

外物的影像_在我們的網膜上，它是二維空間的圖画;这是透 
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視 o 

伋因这些物件是动的，有如我們的眼睛会动，我們对同一物体 
可从各种相异的覌点依次看見許多的透視。 

同时我們發覚由一透視來到另一透視时常有筋肉的威覚相 
伴。 

如果自透視 Z 到透視方，与自透視尤至透視及，这兩种經 
过都有同一筋肉的威覚相伴，我們把它倆互相比拟而認为同性質 
的动作。 

其次再研究这些动作互相組合的定律，我們知道它們形成一 
群，而其結構与不变的固体的运动相同。 

但我們已知这是从这群的特性我們才引出几何的空間与三維 
空間的槪念。 

这样我們明白如何三維空間的規念会从这些透視的景物產 
生，虽然其中每一个只有二維 ，这 因为它們是按照某定律繼續下去 
的。 

好了 ，一 如人們能在一平面上作三維的圖形的透視，人們也可 
在三維(或二維）的圖画上做四維的圖形的透視。这对于几何学家 
不过是一种玩意儿而已。 

人們甚至可从各种不同的覌点，把同一的圖形做出許多的透 
視。 

,我們很容姑表示这些透視，因为它們只有三維的緣故。 

試設想同一物的透視依次相繼下去；而其中每一經过皆有筋 
肉的感覚相伴。 

不必說，人們对其中兩个經过，如果都是結合着同一的筋肉咸 

* 

覚的，則当認为同性的动作。 
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人們尽管可以想像这些动作是按照我們任意的定律瓦相糾 
合，例如使: 其形成 一群,而与四維不变的固体运动有同一的結構。 

那里面是絲毫沒有不能表示的，但这些威覚恰恰是那具有二 
維網膜又能在四維空間移动的一种生物所烕受的。 

就是在这#意义上人們才能說人們能够表示第四維。 

照这样去表示我們在上章講过的 希尔伯脫 的空間是不可能 
的，因为这个空間已不是二維的連續統了。所以它与我們尋常的 
空間区別太深刻了。 

結論——人們可見經驗在几何学的萌芽上，有不可缺少的作 
用;但因此就說几何学是或有一部分是实驗的科学 5 那就錯了。 

卽使它是实驗的，但这也不过是暫时的和近似的。而这近似 
的程度又是何等的粗陋！ 

几何学只是一种固体运动的研究；但其实它是不管天然固体 
的，它的对象乃是一种理想的固体，絕对不变的，这不过是一种簡 
化的，差得很远的影像。 

这些理想物的槪念完全是來自我們的精神作用，經驗不过使 
我們有把它从那里提出來的机会。 

几何学的对象，是在研究特別的一“群”；但这“群”的槪念，在 
我們精神中至少已强有力地預先存在。它支配着我們不作为我們 
威覚的形式，而是作为我們悟会 ( l ’ entendement ) 的形式。 

但是，在一切可能的“群”中，应該选出那認为可說是标准的, 

• « 

以檢驗各自然現象。 

經驗引導我們作这个选擇,但不支配着我們;它吿訴我們幷不 

是某某几何为最眞实，却是使我們知道某种为最便利。 

• • 

人們当注意到我能够描寫我在上面理想的空幻世界 ； 而用的 
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是尋常几何学的語詞。 

其实我們卽使來到那里面，我們还是不会改換这語詞的。 

在那里面受教育的生物，自然覚得以創造一种合乎它們的印 
象，而有异于我們的几何的几何較为便利。至于我們，对着同一的 
印象,我們一定覚得以不改变我們的習慣为最便利。 

第五章經驗与几何 

一、 在前文中，我 a 反复証明几何学原理幷不是經驗的事实， 
且特別說明 欧几里得 公設决非实驗可以証明的。 

我所根据的理由無論如何坚实，我相信还須加以申說，因为有 
一 种謬念根深蒂固地存在許多人的腦海中。 

二、 設有一物質的圓圈，試量其周圍与直徑，又試算此二数的 
比例为 7 T 否，这却是倣了什么呢？人們所做的幷不是关于空間特 
性的实驗，而是有关那完成此圓的物質的特性的实驗，以及那做成 
用以測量的米达尺(公尺）的物質特性的实驗。 

三、 儿何学与天文学——人們对于上面的問題,又曾經有另一 
种提法。倘若昱氏的几何是眞的,則一顆很远星的視差 ( parallaxe ) 
將是有限的了 ;苒如整氏的几何是眞的，这数就將是負的了。这些 
結果好像是可供实驗的，而人們曾希望天文的覌察可以在这三种 
几何中有所决擇。 

但在天文中所謂直綫，簡直就是光綫的路程。所以卽使万一 
有人發現了負数的視差，或証明一切視差都大于某定限，人們对于 
下述的雨結論，当有所 选擇: 我們或者舍棄 欧几里得 几何,或者修 
改光学的定律;而承認光的傳达，嚴密講起來不是直綫。 


大家对于后面这个解答必認为更有利,这是不消說的。 

所以 欧几里得 几何对于新潁的实驗是一点也不怕的。 

四、人們能否主張某种現象在 欧几里得 的空間是可能的，而在 
非 欧几里得 的空間就不可能，于是当实驗發覚这些現象时，就与非 
欧几里得 的假設直接發生矛盾呢?我看起來，像这种問題是不能 
提出的。我以为提出这个間題不 啻說: 有無能用公尺与公分計量， 
而不能用尺与寸計量的長度，以致当实驗發覚这些長度存在时，就 
和那十寸为尺的假設，將直接發生矛盾。 

我們且把这个問題再仔細一看。我假定在 欧几里得 的空間中 
有一直綫含有二种特性，我叫它为2与而在非座氏的空間中 
它含有4性 3 但無力性;最后我假定唯有直綫旣能在莖氏空間中 
又能在非些氏空間中含有 j 性。 

果然这祥，那么实驗就可以在塾氏的假設与里氏的假設中有 
所决擇了。人們就可以見到某某可实驗的而具体的物件（例如一 
道光綫)含有特性木由此可以結論光是直綫的，然后再看它有無 
特性厶 。 

但其实不然，因为沒有一种特性能如特性4,可以作为一种絕 

• • * • 

对的标准來認識直綫，而和其他的綫有所区別。 

譬如有人將 問：“ 这个特性將是如此的 ：直綫 之为物，卽凡含有 
此綫的圖形移动时，势必变动此圖的各点相互的距离，且使此綫的 
各点仍旧固定?” 

其实，这就是在 欧几里得 或非 欧几里得 的空間中直綫所有而 
唯它独有的一种特性。然而人們如何用实驗可以認識这种特性是 
屬于某某具体的物呢？因此势必量其中的距离，但又何以見得用 
那物質仪器量得的具体数量就可代表那柚象的距离呢？ 
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对于这个难点,人們僅僅把它打退了 一步而已。 

其实我剛才所說的特性，幷非直綫独有的，这是直綫与距离二 
者的特性，如要將它作为絕对的标准，人們不特需要証明除了直綫 
与距离之外，它不屬于任何綫，还要証明除了直綫之外，它不屬于 
任何綫，又除了距离之外它不屬于任何数量。但这是不确实的。 

所以要想借一种具体的实驗能在些氏几何中解釋一切，而不 
能在曼 氏几何中解釋一切这是不可能的，因此我 結論： 

任何实驗与 欧儿里得 公設永不会有所矛盾；而任何实驗与呈 
氏公設也永不会有所矛盾。 

五、但只管欧氏几何（或非欧氏几何）与实驗不致直接生起冲 

■ _ — 

突，这还是不够的。会不会有这情况 ： 它之所以能与实驗符合，除 
非他違犯充足理由律和空間相对原理才行？ 

請說明如下：設有一任何物質系統；一方面，我們要看那系統 
的各物体的“狀态”（例如其温度，其电位等'等），另方面，要看它們 
在空間的位置;而在这些可以規定这地位的数据中，我們还要区別 
那規定它們相对位置的相互距离，以及那些規定系統的絕对位置 
与其在空間的絕对方向的条件如何。 

在这系統中所發生的現象的定律，与这些物体的狀态及其相 
互的距离是有关系的;然由于空間相对性及其被动性的关系，这些 
定律和这系統的絕对的位置与方向是無关的。 

換言之，在任何时刻，物的狀态及其相互距离，僅根据这些同 
样物体的狀态，及其初时的相互距离，而与此系統在初时絕对的位 

置及絕对的方向毫不相干。簡而言之，我可称它为相对定律。 

• • • • 

一直到此，我所說的有如一位 欧几里得 几何家說的話。然我 
巳申明，無論何种实驗，都有用座氏的假設的解釋，但同时也可有 
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用非座氏的假設的解釋。好了，我們已倣了一系列的实驗，我們已 
把它們用蜜氏的假設來解釋，而我們已認識这样解釋的一些实驗 
是与“相对定律”不相矛盾的。 

我們且用非愍氏的假設來解釋它，这总是可能的。不过我們 
的不同的物体的非 欧几里得 距离在这新解釋中与在原始的解釋中 
的 欧几里得 的距离一般是不同的。 

用这新方式解釋的我們的实驗，还可与“相对定律”符合嗎？如 
其不然，人們沒有权利說实驗已証实非 欧几里得 几何的謬誤嗎? 

这眞是祀人憂天了。其实人們如要把这相对定律嚴密地应用 
起來，那就非应用到宇宙全体不可。盖人們如僅認定宇宙的一部 
分，又假使这部分的絕对位置一变，則其与宇宙間各物的距离也將 
变，它們对于这宇宙的局部影响因此將能有所增减,也因此能够改 
变其中所生現象的定律了。 

然我們的系統如是宇宙全体，則实驗势必不能吿訴我們它在 
空間有什么絕对的位置与方向。無論我們的仪器何等精巧，我們 
所能知道的，只是宇宙的各部分的情狀及其相互的距离。 

由是我們的相 对定律 可这样 說法： 

在任何时我們在我們的仪器上所能測視的讀数僅依存于我們 
在初时在这同一仪器上所能測視的讀数。 

但这种的說法不依存于任何实驗的解釋。如果某定律在座氏 
的解釋中为眞，則在非蜜氏的解釋中也眞了。 

对于这个題目 3 請再讓我插說一下。我上面已經說过規定一 
系統中各物位置的数据;我本还当說明規定它們速度的 数据; 于是 
我將要区別那借以变动各物相互距离的 速度; 另方面，系統的位移 
的和旋轉的速度，此卽借以变动它的絕对的方向与位置的速度。 
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为使人家完全滿意起見，則相对定律还要这样說法 才好： 

在任何时刻，物的狀态与其相互距离，以及在这时借以变动这 
些距离的速度，僅靠初时这些物体的情态与其相互距离，以及那初 
时借以变动这些距离的速度，但这与系統初时的絕对的位置和方 
向旣無关系，又与初时变动这絕对的位置与方向的速度無关。 

不幸这样陈述的定律不合乎实驗，至少是与我們普通解釋的 
实驗不符合。 

* 

設有一人迁居在一星球上，那里的天空常是云霾滿布，以至永 
不能看見別的屋球；这人一宠以为生活在孤立的空間的星球上。 
然这人仍可覚得球在旋轉，或用量星球的扁平度的方法（这就是 
我們借助天文覌察时通用的办法，但亦可用純粹大地測量的方 
法)，或用 傅哥尔 ( Foucault ) 擺的实驗。所以这星球的絕对轉动便 

可顯出了。 

这里面有一件事实使哲学家触目，但物理学家則非承認不可。 
人們知道牛頓 ( Newton ) 从这事曾結論絕对空間的存在;我無 
論如何不能贊同这种見解，我將在第三部中說明何故。現在我尙 
無意來談这个困难。 

所以在相对定律陈述中我必当免去在那些規定物体狀态的数 
据中混淆各种速度。 

•I 

虽然,这个困难对于欧氏几何和对于罗氏几何都是一样的；所 

昼, ■ ■ 

以我对它沒有什么不安,而我只是順便談及而已。 

有关緊要的就是 結論： 实驗对于罗氏几何与欧氏几何不能有 

■ ■I ， 

所定夺。 

总之，無論如何反复申辯，对那几何的經驗主义不可能發現合 
理的意义。 
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六、 实驗不过吿知我們物与物間的关系；至于物与空間的关 
系,或空間各部分的相互关系，都是实驗达不到，也是不能达到的 
事呵。 

讀者对此必回答 道:“ 不錯，唯一的实驗是不够的，因为它只給 
我們一个含有許多未知数的方程式;但我如能做足够多的实驗，則 
我將得足够多的方程式去計算一切未知数了。” 

單單知道大桅杆的高度幷不足以計算船長的年齡。就是把那 
船里各种木塊統計了，人們將得許多的方程式，但还是不能知道他 
的年齡。所有你的測量旣达到你的那些木塊，只是对这些木塊有 
所發現。同样，你的实驗無論如何多，如只能达到物与物間之关系， 
則絲毫不能發現空間各部分的相互的关系。 

七、 你們又將說，如果实驗达到物体，那么它至少达到物体的 


几何的特性？ 

那么先請問物体的几何的特性，究作何解？我假定这就是物 
体与空間的关系;所以这些特性是不可实驗的，这些实驗只达到物 
与物間的关系。这 样已足 見得这幷不是关于实驗的間題了。 

然而我們先总要了解物的几何的特性的意义。当我說一物含 
有許多部分，我假定在这里我幷不陈述一种几何的特性，而这还是 
对的，卽使我給我所考慮的最小部分一个不合适的名辞，叫做点。 

又如我說某物体的某部与另一物体的某部相接触，我所陈述 
的是一个关于二物間相互的关系的命題，而幷不是关于物与空間 


的关系。 

我假定讀者承認我剛才所說的幷非几何特性；我至少确信讀 
者同意我說这些特性与一切度量几何的知識毫無关系。 

旣然如此，今設有一固体是用共同联在0点的八根細鉄条 
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OA, 0B, 0(7, 0D, 0E 、 0F ， 0G,0H 作成的。此外另有第二个 
固体， 比方是一木塊，上塗三墨跡名曰 a , )3, 其次我假定人們 
發覚人們能够使 a 可与 AGO 相接触（意卽《与』， jS 与沒 ， y 
与0都同时接触），因为人們可依次使 a |3 y 与 BGQ, GGO, DG0, 
EGO, FG0 接触,其次与 AHO, BHO, CHO, DHO, EEO, FH0, 
又其次 a 7 可依次与 AB ， B(7, CD, DE ， EF, FA 接触。 

这就是人們可發覚到的事情，而事先幷不必知道什么空間的 
度量的特性和形式。这些發覚是絲毫不达到“物体的几何特性” 
的。倘若这些受实驗的物体是按照与 罗巴切夫斯基 的群（意卽根 
据与在置氏几何中的固体相同定律)有同一結構的群而运动，則这 
些發覚將为不可能的了。所以它們足以証实这些物体是按 照莖氏 
的群运动的，或至少不是按照罜氏的群而运动的了。 

这些發覚与莖氏的群相容合，这是容易見得的。 

因为我們能够作这些發覚，如果物体是我們普通儿何中 
不变形的固体，而表現直角三角形，又如 ABGDEFGH 諸点是一 
多面体的頂点，而这体乃我們普通几何的兩个正六面楼錐体凑合 
而成，兩者的公共底面是 ABCDEF, 其頂点一为 GS —为丑。 

現在假定不是上面的發覚，而注意有如剛才可依次把《 联 
合在 AGO, BGO, OGO, DGO, EGO, FGO, AHO, BHO, GHG, 

DUO, EEO, FHO 諸形上，其次人們可將 a j3 (而不苒是 a y 了）诙 
次联合在 AB, BC ， CD ， DE ， 五尸 ，和諸形上。 

这將是人們所能做的發覚，如果非莖氏几何是興的，如果 a J 8 y 
与 OABGDEFGH 是不变形的固体，如果第一体是直角三角形而 
第二体是大小适合的兩个双重的正六面稜錐体。 

所以如果这些物体按照莖氏群而运动，則这些發覚將是不可 
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能的了 ;恨如假定物体按照曼氏群而运动，它們便可能了。所以它 
們足以(如果人們去做)証明这些考慮的物体不是按照 欧几里得 群 
运动的。 

这样，我对于空間的形狀，性質和諸物与空間的关系，不必做 
任何假設，又不必賦与物体以任何的几何特性，但我已做了許多的 
發覚，使我能够說明在一种情形中这些被实驗的物体按照 欧几里 

得群而运动，在另一种情形中它們按照 罗巴切夫斯基 群而运动。 

■ , - — 

但我希望人們不要說那第一种發覚成为証明空間是 欧几里得 
的实驗，而那第二种是証明空間不是 欧几里得 的实驗。 

其实人們可想像(我只說想僳)有些物体之运动有使第二种發 
覚成为可能。其証据就是一位初來的机械匠苟能吃苦賣力，就可 
把它造成。但你不要就此結論空間是非 欧几里得 的呵。 

幷且就是当那机械匠造成那些我方才說过的奇怪物体时，那 
些尋常的固体仍能存立，所以必須結論空間同时是 欧几里得 的与 
非 欧几里得 的了。 

例如設有一半徑丑極大的圓球，其溫度按照我討論非 欧几里 
搜世界时的定律，由球心漸漸降低到球 面上。 

我們可能有一种膨脹性可忽去的物体，而可認为尋常不变形 
的固体;另方面，有一种膨脹率極大的物体，而可認为非 欧几里得 
的固体。我們可有兩个双重的棱錐体 OABGDEFGH 与 0, f 政 
0’ P G 1 IT 又有兩三角形 7 与 〆 f y 。第一双重稜錐体 
將是直的，而第二棱錐体是曲棧的;三角形 a jSy 將是用一种不可 
膨脹的物質制成，而 Ygy 是用一种極易膨脹的物質制成。 

用三角形 a 0 y 与双重稜錐体就可得第一种發覚，用三 
角形# y 与双重稜錐体以/ 就可得第二种發覚。于是經驗 
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似乎起先証明 欧几里得 几何是眞实的，然后証明这是謬誤的了。 
所以經驗只达到物体，幷不达到空間。 

♦ 畚 _♦« 參争 

补充語 

八、为完全起見，我还当說到一个很微妙的問題，但是因为太 
長的緣故，只能把我在形而上学与道德雜誌及在一元雜誌中 
(Revue de M 6 taphysique ©t de Morale ; The Monist ) 的著作 

槪括于下。現在要間，我們所謂的三維空間究作何解？ 

我們已知道被我們筋肉的烕覚所發覚的“內部变动”之重要 Q 
它們可以用为表征我們身体上各种的姿态。我們試任意認笼姿态 
4为起点。当我們由姿态』到姿态忍时，我們受到一些筋肉的威 
覚沒，而这些威覚 S 卽确定及。但我們总是要注意有时汉与义的 
兩种威覚可以确定同一姿态厶（因为起初姿态2与最后姿 态忍旣 
相同，其中經过的姿态和相对应的威覚可以不同的）。所以究竟用 
何法我們認明 S 与^有相等的价値呢？这是因为它們可用以补 

J 

偿同一的外界的变易，或一般地，在补偿外界的变易之时，二威覚 
之一可以其他 代替。 

在这些感覚中，我們已区別那些独自能补偿外界的变化，而名 
之曰“移动”。对于兩个太近的移动,我們旣不能有所辨別,故这些 
移动的集合含有物理連續統的特性;經驗吿訴我們說，这就是六維 
的物理連績統的特性；然空間自己到底有多少維，我們却还不知， 
我們当去解决另一問題。 

何为空間之一点?这是大家都自信知道的,其实这是幻想。我 
們所見的，当我們設法去表示空間 的一点 ，这就是白紙上的黑点， 
黑板上的白点，这总是一件东西。所以这个問題要如下文去理解 
才行： 
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当我說五物現占的位置与剛才 z 物所占的为同一点，这是何 
意？或用何种标准，我可有此种認識？ 

我要說，虽然我未移动(这是我由筋肉威覚知道的），我的第一 
指方才触了 乂点， 現在触着厶点。我可用別的标准來說；譬如換 
一个指去指点，又或用眼光去察視^然第一标准已足够了；我知道 
如第一标准回答对的，則其佘的亦必有同一的回答。这是由經驗 

我才能知道的，但这是我不能先驗的知道的。这也是为了这个緣 

« • • 

故，我才說触覚不能远隔，这又是另一种方法說明同一的經驗事 
实。 反之，如我說眼光可远离于物 ，这 就是說眼光所供給的标准可 
回答对的，而別的标准則回答不对。 

其实 ，一 物虽远离了，然其影像仍可留在網膜的同一点。視覚 
回答对的物仍停留在同一点，而触覚回答不对，因为我剛才接触那 
物之手指，現在已碰不到它了。如果經驗吿訴我們說一指拇回答 
对的，同时另一指拇回答不对的，我們仍是可以說触覚作用可以 
远隔。 

总而言之，对千我的身上每一姿态，我的第一手指确定一点, 
而唯它能确定空間之一点。 

由此每一姿态卽有一点相对应，但往往同一点可有許多不同 
的姿态相对应(就是在这种情形中我們才說我們的手指未动，所动 
者是其余的体部）。所以在这些姿态的变易中我們区別那手指未 
移动的一种变易。我們怎会來到这步？此因我們常常注意到在这 
些变易中那与手指接触的物体幷未脫离这个接触。 

所以戢們可以把所有的姿态列入同一类，这些姿态可由我們 
前面所区別的变易中之一彼此互相引出。对同类的各种姿态，与 
空間的同一点相对应。所以每一类有一点相对应，而每一点有一 
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类相对应。但人們可以說，經驗所达到的幷非点子，而是这一类的 
变易，或更好些，是相应的筋肉的感覚之类。 

于是当我們說空間是三維的，卽是簡單地 說:这 些类的集合对 
我們有如三維物理的連續統的特性。 

人們又可想这是实驗吿訴我們說空間有几維的。但实际上， 
此地也是实驗不达到空間，而达到我們的身体及其与鄰也物之关 
系。幷且这些实驗是很粗陋的。 

在我們头腦中，早就存有一些群的谮伏規念，其理論已經莖氏 
研究过了。我們到底揀那一群作标准，以比較那些自然界的現象？ 
这一群选了之后，我們还要揀那一小群，以表征空間之一点？經驗 
用指示我們那一种选擇最合我們的身体特性的方法指導我們。然 
而它的功用僅限于此。 

祖傳的經驗 

• • t • • 

有人常說如个 A 的經驗未能創造几何，祖傳的經驗則为不然。 
但这是怎講呢？其意是否我們不能由經驗而証明 欧几里得 的公設 
但我們的祖宗竟能做过？这絲毫不是的。人們的意思，卽用自然 
选擇法，我們的精神能适合外界的情形，它采用了最有利于人种的 

• • ♦籲 •畚 ♦•秦 

几何;換句話說，那最便利的几何。这一点是与我們的結論完全相 

• « « • 

符合的，几何学不是眞实的，但是有益的。 
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第六章經典力学 

菩遲人將力当作实驗科孝教授，在大陸的國家,人們就把它認 

为一种演繹的和先驗的科学來叙述。不必說，这是英國人有道理; 

* • • - 

不过在其他歧途中，人們怎会忍耐这样久？何以大陸的学者虽想 
脫离他們前輩的習慣，但总是不能完全逃出这个难关呢？ 

另方面，如果力学原理的來源不过是实驗，这是否只是暫时的 
和近似的呢？將來新的实驗不能使我們一旦修正这些原理，或竟 
抛棄它們么？ 

这些是自然会提出的 疑問， 而其解决之困难主因是在一般力 
学專書不能分明何为实驗，又何为数学的推理，何为公約，又何为 
假設， 

这还不算数. • 

一、 絕对的空間是沒有的，我們所理解的不过是相对的运动而 
已;但是人們陈述力学的事实时，总当空間是絕对的，而把它們归 
入其中。 

二、 絕对的时間是沒有的；所謂兩个歷时相等 3 只是一种本身 
毫無意义的断語，而要獲得一种意义也必須用公約。 

三、 不但我們沒有兩1、相等的时間的直覚，幷且我們对于兩地 
所發生的兩件事情同时幷現 （la simultan 4 Ue ) 的直覚也是沒有; 
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这舉我在时間之測量 （La m^sure du temps) ①一文中已詳論过 
了。 

四、最后，我們的 欧儿里得 几何亦不过是一种公約的言語;我 
們可以把力学的事实归入非 欧几里得 的空間，这虽然是个比較不 
便利的标誌，但和我們平常的空間是同样地合法；陈述將比較繁 
得多;但它还是可能的。 

这样絕对的空間，絕对的时間，甚至几何学，幷非支配着力学 
的条件；这些东西之不先力学而存在正如法文不比那些用法文表 
現的輿理邏輯地先存在。 

人們可把力学的基本定律用一种与这些公約毫不相干的言語 
說明;而人們將必更为明白这些定律的本身是什么;这就是 安得那 
g ( Andrade ) 先生在他的“物理的力学”中所做过的至少是部分的 

尝試。 

这些定律的陈述自然將比較繁得多，因为正是为要縮短而簡 
化这种陈述,才想出來这些公約。 

至于我呢，除了关于絕对的空間外，我把这些困难姑且放下; 
这决不是忽視它們；因为我們在前兩部中，已經充分討論过了。 

所以我暫且承認那絕对的时間和欧氏几何学。 

* • — 

慣性的原理——凡物不受外力只能作直綫的勻速运动。 
这是否先驗地支配着精神的眞理？果眞如是，为何希臘学者 

♦ 辱. —— 

霓沒有知道？他們又怎能相信那發生运动的原因一停，則那运动 
也就停止呢？又怎知凡物如不受外界阻力則常繞_旋轉，卽所謂 
运动中之最高贵者？ 


①玄学与道德雜誌，第 6 卷，1至13頁 （1S 货年1月）；参考科学之价値，第二 
韋。 


人們如說物的速度是不可变的，假使它無变易的理由,則人們 
不是也可坚持說如物不受外界改变它的原因，則此物的位置不变， 
或其軌道的曲度不变？ 

所以慣性原理旣非先驗的與理，是不是經驗的事实呢？但人 

• • • 

們曾否实驗过毫不受外力的物体，如曾做过，則人們又何从知道这 
些物曾否已受了外力呢？人們常用下面的例 ：一彈 子滾于一張大 
理石的平面上好久不停止；但我們何以說它是毫不受外力呢？是 
否因为它远离了他物，所以說它是毫不受外力么？今若任意把它 
投向空中，它离地也不远;大家知道在这种情形之下它將受地心吸 
力的影晌。 

一 般力学教授常是很快地講过这例；但他們加說慣性原理被 
其后果間接核驗。他們沒有好好地解釋，其实他們想說人們可以 
核驗一更普遍的原理的各种后果，而憤性原理不过其中之一特例 
而已。 

对于这条更普遍的原理，我想这样陈述： 

4 

某物之加速度僅依存于此物之位置及其鄰近物之位置与速 

度。 

照数学家的說法，就是宇宙間一切物質分子运动都依存于二 
階微分方程式。 

为說明这实在是惯性原理之自然的推廣，我还要求讀者允許 

作一种虛構。我上面已說过，慣性原理幷不是先驗地支配我們的； 

« _ # 

別的定律，和它一样，也能与充足理由律相容。如有一不受外力之 
物,与其假定屯的速度不变，人們可以假定这是它的位置或其加速 
度不当变易的。 

好了，我們此刻暫把这兩个假想的定律之一認为自然定律，而 
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用以代替慣性定律。然則什么將是它的自然推廣？稍一思索便可 
知道。 

在第一情形中，人們当假定物之速度僅诙存于其位置与鄰近 
物体之位置;在第二情形中，假定物体加速度之变易，僅诙存于物 
之位置，鄰近之物体 ，它 們的速度及其加速度。 

換数学的術語說：就是运动的微分方程式在第一情形中是第 
一階的，在第二 It 形中是第三階的。 

現在把我們的虛構修改一下。我假定有一与我們太陽系相似 
的世界，不过因一种奇怪的意外，其中众屋的軌道沒有离心率和傾 
角。我又假定星群的物質太小，以致它們相互干擾的影响極弱。那 
么在这种星球上的天文家必結論說，一星球的軌道必是圓形，幷与 
某平面相平行；某星球在某时間的位置已足規定它的速度与整个 
軌道了。他們所采用的憤性定律必是我剛才說过的第一假設定 
律。 

今試想这个系統有一天忽被來自远方星座的一大質量的物体 
極速地穿过^于是所有軌道必大为擾乱。我們的天文家还不致十 
分驚訝;他們必猜想这顆新星乃是唯一的禍首。但他們还会說，当 
这大星远离之后,秩序自然又可恢复；毫無疑問，星球与日球的距 
离虽不能变成像灾变以前的原狀，但一待搗乱的星去了之后，則各 
軌道又將变为圓形。 

这一直要等那搗乱的东西远离之后 3 而那些軌道不恢复圓形, 
却变成满圓的，只是到了这时候，这些天文家才發覚他們的錯誤, 
幷有重新改造他們的力学之必要。 

我已把这些假設着重地說了一番；因为好像要人們好好地弄 
憚何为廣义的慣性定律，只有把沱与一个相反的假設相对立才行 9 
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現在却好了，这个廣义的惯性定律已由实驗核驗否，幷能否这 

样？ 当牛 頓著原理論一書时，他以为这是已成立的 輿理， 幷且已 
--- 

由实驗核驗了。他的这种見解不特是惑于拟人体論的偶僳 (1 ’idole 
anthropomor phique ) 我們以后再說罢 幷且受 伽利略 

( Galilee ) 工作的影响。他还受了 凱普勒 ( Kapler ) 定律的本身影 
响;盖根据这种定律，凡一星球之軌道可由其初时之位置与速度完 
全确定，而这正是我們廣义的慣性原理所要求的。 

如要这种原理只是貌似的與实，如果怕將來这个原理被与我 
剛才和它相对立的原理相似的原理所代替，那么除非我們被某种 
奇怪的偶然所遺誤;有如我在上面所說的虛構中，曾使我們理想的 
天文家走入迷途的那偶然一样。 

这样的假設是太不合理了，不値得在这里停留。誰也不信会 

% 

有这种偶然的事;在覌察誤差的范圍內,那兩离心率恰恰都是零的 
槪率 (la probabilit 6) 幷不較小于在誤差范圍內一个恰恰是 O •—， 

一个是 O •二的槪率,这是無疑的。 一 件簡單的事情之槪率不必小 
于一件复雜的事情之槪率;然假使前者發生了，我們不能相信自然 
界有心騙我們。这种的誤会的假設旣然撇开了，我們就可以認为 
在天文学一方面,我們的定律确已被核驗了。 

然天文学不是物理学全体。 

人們豈不想到一旦有些新的实驗來，会使定律在物理学中某 
部分不通行嗎？凡一实驗的定律都待修改的；人們总当希望某定 
律將來可代以更精确的 定律。 

然而竟無人眞正疑心我們所說的定律永不会被抛棄或遭改 
正。何故？这正是因为人們永不能把它作一决定性的实驗。 

如要这个考驗是完全的，第一要宇宙万物經了某定时間仍旧 
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归还原地,而恢复原始的速度。在那时候 3 人們就可見得它們是否 
仍依循前次的軌路了。 

但这种考驗是不可能的，人們最多只能做到一部分，而且無論 
怎样做得好，总有些物体是不能还原的；所以各种对于定律的抵 
触，由此都可解釋了。 

这还不算数;在天文学中我們看見我們所研究运动的星球，且 

• • 

我們承認它們不受其他不可見的物体之影响。在这种情形之下， 

我們的定律，要么可以核驗要么就不可核驗。 

但在物理学中則不然，若說一切物理的現象都是由于运动，那 
就是其中我們看不見的分子运动。故如我們所見的某物之加速度， 
除与其他可見物的位置与速度和先前已知其存在而不可見的分子 
的位置与速度有关，此外还与他物有关:則我們何尝不可假定这他 

• 舞 • 

物卽其他分子的位置或速度，而这些分子是我們以前还未發覚它 
存在的。于是那条定律仍可保存。 

且讓我用数学的術語把上面的意思換一个形式來說明。我假 
定我們覌察《分子，且其 3 n 坐标可以滿足四階微分方程式(而 
非如慣性原理所要求为二階的）。我們知道如加入加个輔助变数 
則如四階方程式可化为二階方程式。由是如假定这加輔助 

变数用以表示 w 个木可見分子的坐标，則結果又符合慣性寒律了。 

总之，这个定律旣在一些特別情形中可以用实驗核驗，卽不怕 
可推廣到最普遍的情形中，因为我們知道在这些普遍的情形中，实 
驗旣不能把它肯，定也不能反駁。 

加速度定律——物体的加速度等于屯的質量除所加力之商 

数。 

这个定律可用实驗核驗嗎？为此必將这定义中的三量：加速 
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度、力和質量加以測定。 

我承認人們可以測定加速度，因为我暫把关于測量时間的困 
难按下不提。但力与質量当如何測量呢？我們簡直不知道达是什 
么？ 

何謂質量？牛頓說这是体積乘密度一湯姆生 (Tho_on) 和 

• 争 - - 

代脫 (Tait) 都認为这不如說密度乃体積除質量之商。何为力？埜 
格朗日 (Lagrange) 說这是產生物之运动或引其再生运动之原因 
—— 紀哥夫 (Kirchhoff ) 則說这是質量乘加速度之積 0 然則何以 
不說質量卽加速度除力之商？ 

这些輿是解决不了的困难。 

当人們說力乃运动之起因，这不啻談形而上学，而人們如把这 
种定义認为滿足，它 一 定毫無效果。要想一宠义有点功用，它必能 

指示我們如何測量力;僅此已足，我們毫不希望它吿訴我們力的本 

• • • 

質是什么？更不必問它是运动之因或果。 

零 

所以第一要規定二力的相等性。如何二力才相等？人們將說, 
凡相等的二力施于同一的質量上可發生同一的加速度，又或二者 
直接相反的时候，它們成平衡。这种定义不过騙騙眼目而已。我 
們决不能把加于一物的力調到另一物上，有如把火車头調換在別 
的一輛車子上似的。所以不可能知道施于某物之力如果施在另一 

奉 • 

物时 5 其加速度將如何。我們又不可能知道如果曾經是直接相反 

• 勢 

的二力在不直接相反时，它們將如何。 

当人們用动力計測量力之大小或用一重量使它平衡时，这可 
說就是要把上述定义具体化。 为簡化 起見，設有自下向上二直向 
力 F 与 F 幷分別地加在 a 与 CT 兩物体上;我又把一个重物 P 先 
挂在 C 物上，后挂在 c 物上;如在这兩例中都得平衡，則我結論 F 
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与 F 的力相等，因为它倆都是等千 P 物之重量。 

但我能否保証，当我將 P 物由物体 C 移到物体 C 时重量未 

变？这可大不然，咢渺增毕學妒尽哼；我知道重量之强弱，随地而 
易,譬如在兩極的当比在赤道的为强。無疑的，这种差別是很微的, 

而在实用中我是不算它的，但一条很完美的定义却要有一种数理 
的精密性才行;这种精密是不存在的。我所說的有关重量的話，自 
可应用到动力計上發条的力，因为温度以及許多的情現均能使其 
变动。 

这还不算数:人們不能說 P 物 的重量是施于 C 物上而直接与 
F 力平衡。所施于 G 物者，乃 _P 物加于 <7 物 之作用2;尸物一方 
則受有自己之重量，一方則受有 C 物加于尸 物 之反作用丑。結果 
P 力等 A 力，因 此力使其平衡之故；』力等于丑力，这是根椐作用 
与反作用相等之原埵;最后，丑力等于重量尸，因此力使其平衡之 
故。这是从这三个等式，我們方才結論 P 等于 P 的重量。 

所以在兩力相等之窟义中，我們势必引用作用等于反作用之 

原理; 孕炉 亨予可琴今寧學 寧序， 项亭 - 净了呼枣冬。 

所以我們具有兩个法則以認識兩力之相等：互相平衡之兩力 
相等； 作用与反作用之相等。然我們上面已見过这兩种法則是不 
够的;我們势必采用第三法則，且承認某种力，例如物之重量,其方 
向与量均为常数。但是我已說过，这第三規則乃是实驗的定律，它 

只是近似地與实;毕學予。 

所以我們被引到 紀哥夫 的定义；冷等 f 力 . D 等準学 f 孝吝寧这 
条“牛頓定律”也不能看作实驗的定律,它不过是一定义而已。但 
这定义还是不够的，因为我們不知道質量是 什么。 自然我們可借 
它來計算在不同的时候加于同一物体的兩力的比率；至于加在兩 
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不同物的兩力的比率，則它 絲毫不 能吿訴我們什么了。 

为要补充这个定义，我們又須引用牛顿第三定律(作用与反作 
用之相等)，这还是不当認为实驗的 定律， 而当認为一种定义 。今 
有互相抵触之二物2与厶；/之加速度乘其質量等于苫施于』之 
作用；同样，刀之加速度棄其質量等于 d 施于 B 之反作用。若照 
定义，作用旣等于反作用，則4与 S 的質量之比率当等于二者加 
速度之反比。兩質量之比率就是这样定明；而要实驗去核驗这个 
比率是常数。 

如果除了 A 、 B 兩物之外，幷無世界上它种物力参加，則此定义 
甚善。其实不然，2之加速度不但由于且由于許多別的夕、 Z ) 
等物。所以如要应用先前法則，必須將3之加速度分解成若千分 
量，而在这些分量中認明那一分量是由于 B 的作用的。 

如果我們承認 C 施于 A 之力，是簡單地加在 B 施于4之力 

• • 

上，虽有 C 之参加，仍不变5施于4之力，或虽有 B 之参加，不改 
C 施于 A 之力； 結果如果我們承認兩物相吸引，其吸引力之方向 
是在連接兩物之直綫上，且此力只倚賴兩物之距离如何；一句話， 
如果我們承認印 ^ 則这种的分解还是可能之事。 

人們知道，如要定天空中屋球之質量，人們所用的原理大为不 
同。万有引力律說，兩体之吸引力与其質量成比例;今如^为它倆 

的距离， m 与7^是它倆的質量， K 代表常数，則此吸引 力为： 

Kmm 1 

r 2 

但这里人們所測量的幷作为力与加速度之比的質量，而是有 
吸力的質量;幷非物之慣性，而是它吸引之能力。 

这是一个間接的方法，理論上不一定是需要的。也許吸引力 
与距离平方成反比例，而不与質量的乘積成比例，卽它等于： 
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而非: 


/= lanrn! 


倘若是这样的，人們用天体的相对运动之覌察，仍然可以測定 


• 争 


这些物体的質量。 

然我們有無承認向心力假設之权？这个假設是否嚴密地准 
确？它的确永不会与实驗相矛盾嗎？誰敢断定呢？且如我們应舍 
棄这个假設，則此惨淡营造而成的大廈將卽傾复了。 

我們苒無权可說 Z 之加速度之分量是由于力力的作用。我 
們毫無方法把它和由于 C 的力或其他物之力的加速度分別。那測 
定質量之法則，現在却不能应用了。 

然則作用与反作用相等原理中尙有何物存在？今如舍去向心 
力的假設，則那原理必当如是陈述：凡一脫离任何外力的系統中的 
物体所受一切力之几何总和为零。換言之，此系統之重心运动將 


为直綫的而句速的。 

这样才似乎是对質量下定义之一法；重心之位置自然是依存 
于質量的价値；故必安排这些价値，使这重心做直綫而勻速的运 
动； 如牛頓第三定律是輿的，則那总是可能之事，而这可能性一般 
唯有一种方式。 


然世界上沒有脫离一切外力之系統，宇宙間各部分多少总受 
其他一切部分之力。故重心运动之定律，唯应用于宇宙全体才算 

嚴密的輿实。 

• » • • • 

但是如要从中知道各質量之値，必先覌察宇宙重心之运动。这 
个后果之荒謬是很明顯的。我們僅知相对的运动，宇宙重心之运 
动是我們永世不能發覚的呵。 





所以我們一無所有了，而我們的力量是白費了;不得已我們自 
認不中用，只好退讓到 下面的 定义：寧 攀學了 ，孕寧，® f , 等印 

已。 

我們如把不同的价値分配到各質量 ，我們 便可重新建立力学。 
这个新的力学旣不会与实驗矛盾,又不会与动力学的普遍原理(慣 
性原理，力对質量和加速度成比例 3 作用与反作用之相等，重心的 
直綫而勻速的运动，面積原理)相矛盾。 

不过这些新力学的方程式，將比較的不簡單。我們听好 ：比較 
不簡單的是第一部分的数項，也就是实驗已吿知我們的数項;人們 

或者可把質量稍微改变，而不致使全部的方程式的簡單性有所增 

• ♦ 

减。 

赫慈 ( Hertz ) 尝問力学的原理是否嚴密眞实的。 他說： “照許 
多物理家的見解，最遙远的实驗可使那不可动榣的力学原理有所 
改变，这眞是不可思議的；然而由实驗中得來的东西，总是可由实 
驗矯正的。” 

照我們剛才所說的，这未免有点杞人憂天了。动力学的原理， 
我們起初看上去,貌似是实驗的眞理;但我們已經不得已把它們当 
作定义了。这是照定义力才得等于質量与加速度之乘積；这就是 

• 攀 

一种以后永不受任何实驗攻击的原理。这也是按定义作用才等于 
反作用。 

但是人們要說哪,这些不可核驗的原理是絲毫沒有意义的，实 
驗不能反駁它們，但它們不能吿訴我們以有用的东西;那么研究动 
力学有何好处呢？ 

这样太快的判罪未免太不公正了。在自然界中沒有一神系統 
是完全孤立的，完全脫离外界一切影响的，但是有一种系統大約是 

• ♦ 螯* 
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孤立的。 

人們如覌察这祥的系統，人們不但可以研究其中各部分間的 
相对运动，且可研究它的重心对于宇宙間其他部分的相对运动。 

人們就可發觉这个重心运动大約是直綫而勻速的，正与牛頓第三 

• • —— 

定律相合。 

这里是一个实驗上的眞理，但决不会被实驗推翻的；其实一个 
比較更准确的实驗会吿訴我們竹么？它会吿訴我們說定律不过大 
約是眞的;但这是我們早已知道的了。 

現在人們可以了解实驗何以可做力学原理之基礎，然而永不 

♦ ♦魯 ♦鲁# •_ 

会和它發生矛盾。 

拟人力李 （la m 6 caiiique anthropomorphique ) -人們要說 

哪， 紀哥夫 只是随同一般数学家而傾向于唯名主义，他虽是能干的 
物理学家也免不了这 一点。 他想有一种力之定义，因此他就采取 
了首先遇到的命題;但是一个力之定义，我們却不 需要： 力之規念 
是原始的、不可分析的、不可下定义的槪念;我們都知道 t 是什么， 
我們对它有一种直接的直覚。这种直覚來自費力的槪念，而这是 
我們自幼就已熟悉的了。 

但是，首先卽使这直接的直覚可以使我們知道那力的本身的 
眞正性質，但它还不足以建立力学;况且它也是完全無益的。緊要 
的 5 不是要知道力之为何物，是要知道怎样測量力。 

凡是不能教我們去測量它的，对于机械技工也是無用的，这正 
如研究热学的物理学家对于冷或热的主覌槪念是一样的無用。这 
种主覌的槪念不能用数目表出 5 所以是無用的; 假如 一位大学者的 
皮爝是絕对不良的热講体 3 因而对于冷热是麻木不仁的，但他也能 
与別人一样視察温度計，而这样对他已足够建設整个热学的理詾 
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但这种費力的 iff 接的槪念不能用以測力；例如平常人举起50 
公斤的重量时顯然要比提惯包襄的人吃力。 

还有 一厝: 这种费力之槪念不能使我們領会力之眞正性質;最 
后它不过留了些筋肉的威覚，而人們决不会相信太陽吸引地球时， 
它受有筋肉的感覚。 

一切人們在那里所能探尋的，只是一种符号 （ symbole ), 比那 

几何家所用的矢还要不正确和不便利，然都是离开实际太远咧。 
这种拟人主义 （ l ’ anthropomorphisme ) 在力学萌芽时代曾起 

了很大的作用；有时它也許会供給一种符号，为少数学者所滿意； 
然而它是一点也不能建立什么含有眞正的科学特性或哲学特性的 
东西的。 

“綫之学派” （ l ， Eco〖e du Fil ) —— 安屈得 ( Andrade ) 先生在 
他箸的“物理的力学教程”中曾把拟人力学返老还童。他用他所奇 
怪地称为綫之学派以对抗連 紀哥夫 也在內的力学家一派。 

这派想“把一切都归結于一些質量可忽去的物質系統中來考 
慮，而这些系統是被認*在緊張情形之下，且能把極大的力量傳达 
于远处的物体，这种系統的理想的型式就是綫”。 

一条傳达任何力的綫，受了这种力量，立卽輕微地伸長；由綫 
之方向我們可以看出力之方向，这力的数量則由綫之伸長而度量。 

于是人們可以想像下面的一个实驗了。有一物 d 系于一綫; 
在另一端我們加上任何一种力，我們变动这力一直到使此綫伸長 
为《为止，同时我們發記」之加速度；拿去木換以厶放在同一綫 
再重新加力，或其他一种力，我們又使它变动一直到使此綫伸 
長为《为止;同时 登記召 之加速度。人們用 A 与 B 重复試驗，但 
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須使綫伸長为 18 。这四个覌察所得的加速度当成为比例。于是上 
面所說明的加速定律就有实驗上的核驗了。 

或者人們还可使一物受同样的而緊張的許多綫的同时作用， 
再由实驗去尋找这些綫的方向使这物平銜。这样人們就可由实驗 
証明力之紐合法則了。 

不过到底我們所做的是甚么？我們由綫受力后之变形而定明 
此力，这还算合理；其后我們承認如有一物系于一綫，則此綫所傳 
給它的力量等于物体施于此綫的作用；結果我們还是用了作用与 
反作用相等的原理，但幷不把此原理認为实驗的眞理，而是認为就 
是力之定义本身。 

这个定义和 紀哥夫 所定的同样是公約性的，伹它比較很不普 
遍 o 

所有的力不見得都被綫傳达(幷且如要作此比較，則这些力須 
是被許多同样的綫傳达才行)。假使人們承認有一条不可見的綫 
把地球系在太陽上，則至少人們应同意是無法可以測量这綫之伸 
長的。 

由是以覌，我們的定义，十有九是不对的；人們决不能給它任 
何意义，所以还是要回到 紀哥夫 的定义才行。 

那末何必費了 这个周 折呢？你們承認了力之某种定义，而它 
在某种情形之下才有意义。在这情形中你們用实驗核驗它引出加 
速定律。根据这实驗，然后你們再將加速定律作为在任何情形下 
的力之 定义。 

今如將加速定律認为在一切情形中之定义，又把这些所說的 
实驗認为幷非此定律之核驗.而是反作用原理之核驗，或做为彈性 
物体之变形只靠加于此物之力的証明，这样不是比較更簡單些嗎? 
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至于你們的定义能被接受之条件永不会完全滿足的，一条綫 
永不会沒有質量的，此綫除受系結物的反作用之外不受其他力，这 
些都沒有算在內。 

安屈得 先生的覌念頗饒兴趣；它虽对于我們邏輯上的要求不 
能与以滿意，然能使我們对于力学基本槪念的發生史更加了解。它 
們所引起我們的迴思能使我們看明人类的思想如何从朴素的拟人 
主义進到現代科学之槪念。 

我們在起点淆到一种很奇時的，实卽很粗陋的实驗；到終点 
时，則看到一种很精确的、很普遍的定律，而我們把这确实性認为 
絕对。这种确实性，可說原是我們認那种定律为一种公約我們才 
自由地給与它的。 

然則加速定律与力之紐合法則,都不过是任意的公約了嗎？这 
是公約，不錯;任意的，就不是了；人們如能細看那些引導科学創造 
家采用公約之实驗，則这些实驗無論如何不完美，已足証明这些公 
約之合理而非任意的了。因此最好人們常常注意到这些公約的实 
驗的根源上去。 

第七章相対运动与絕对运动 

相对运动原理 —— 人們曾經想把加速定律連結到一个更普遍 
的原理上去。任何系統的运动当遵守同样的定律，不問人們把它 
納于固定的坐标軸或納于作直綫而勻速运动的坐标軸。这就是相 
对运动原理，它根据兩种理由支配着我們：第一，有最淺近的試驗 
証实它，其次相反的假設是会被人們理智所唾棄的。 

那么我們承認了它罢，幷設有一力加在一物体上;又設有一位 
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覌察者，其均勻速度正等于物体的初速度，則此物对于观察者的相 
对运动必与它从靜止出發的絕对运动相同。人們由此結論物体的 
加速度不应依賴它的絕对速度，人們甚至还想从此引出一个加速 
度定律的証明。 

这个証明已隱約地散見在大学理科入学考試課程之中了，顯 
然这个尝試是 白費辛 苦的。阻擋着我們不能証明加速度定律的障 
碍，实因我們未曾獲得力之定义；这个阻碍仍旧存在，因为我們所 
提的原理未能供給我們所缺乏的定义。 

但相对运动原理仍然是有趣味，而对它本身是値得研究的。我 
們首先設法把它精密地陈述罢。 

在上文我們說过一孤立的系統中各物之加速度只依其相对速 
度及其相对位置，而不依其絕对的速度与位置，只要作为相对运动 
所根据的活动坐标軸的运动是直綫而勻速的运动。又如人們願意 
这样說，它們的加速度僅依其速度之差数及坐标之差数，而非这些 
速度与坐标的絕对値。 

倘若这个原理适合相对的加速度，好点說，适合加速度的差数， * 
那末把他和反作用原理組合起來，人們便可引証它对于絕对的加 
速度还是輿实的。 

所以剩下來我們要看的，就是如何証明加速度之差数僅依速 
度的及坐标的差数，或用数学的話說,就是这些坐标的相差数可以 
滿足二階微分方程式。 

这个証明可否由实驗中演釋出來，或由先驗的思想推 出來？ 

• « 

讀者試回想我們在上文所說过的，便可自做解答了。 

这样陈述的相对运动原理与上面我所說的廣义的慣性原理实 
相仿佛;但也不尽然，因为一是坐标，一是庀們的相差数。所以这 



个新的原理所吿訴我們的东西多于旧的，但其中討論和結論都是 
一 祥的;可不必贅 述了。 

牛頓的論据——此地我們遇見一个很重要的甚至値得爭辯的 
間題。我已說过相对运动原理对于我們不但是实驗的結果，幷且 

先驗地任何相反的假設都会遭人們理智所唾棄的。 

• • 

然則何以只是运动坐标軸作直綫而勻速运动时，那个原理才 
是輿实的呢？如这运动是会变的,或至少变成勻速的旋轉运动，則 
这个原理对于我們似乎仍当有同样的支配力。但是在这兩种情形 
中这个原理是不眞实的。 

对于軸的直綫而非勻速的运动的情形我且不多說;仔細一看, 
一 切謬論都可打消了。今如我站在車輔中，而車碰到障碍物驟然 
停止的时候，虽然毫無一力直接加在我身上,我也一定要倒在相反 
的方向。这沒有什么神秘，因我虽沒有受到外力，但那輛車則已受 
到外力的冲 动了。 兩个物体之一的运动受了外因的改变，兩物的 
相对运动会立卽改变，这幷不是什么荒謬的事。 

我現在要仔細討論屬于作勻速旋轉运动的坐标軸的物体之相 
对运动。今如天空不断地密布云霾，如我們又無法覌察那些星球, 
但我們仍可結論地球在旋轉;其法在測視地球之扁平率,或用^5 
5( Foucault ) 的擺动实驗。 

不过在这情形中，說地球是旋轉的，可有意义嗎？如無絕对的 
空間存在，那么人們可否不繞着什么东西而旋轉，而另方面我們怎 
能承認生®的結論而相信空間是絕对的？ 

但是我們僅知这些可能的解答都使我們討厭还是不够的；我 
們还要一个个地解析我們唾棄沱的理由，使我們深知緣因而作我 
們的选擇。所以望讀者恕我下文冗長的討論罢。 


第七章 相对运动与絕对运劫 

試仍回到我們剛才的 幻想： 層層的云霜密布在天上以致人們 
不能窺見麗球，且亦不知其存在;那末这些人怎能知道地球是旋轉 
的呢？他們一定比我們的祖先更要坚持說地球是固定的和不能搖 
动的 •，他 們还要等更多年代才得有 哥白尼 ( Copernicus ) 產生,虽然 
这位 哥白尼 終久必到的;然則他怎样來到呢？ 

这世界上的力学家不会走來便碰着什么絕对的矛盾。在相对 
运动的理論中，人們除了实在的力之外，还想出兩种假想的力，是卽 
所謂普通离心力与組合离心力。所以我們理想的学者可以把这兩 
力看作实在的來解釋一切，而他們在那里不会看到与廣义憤性原 
理有何矛盾，因为这些力中一种有如眞正的吸引力，依存于系統各 
部分的相对位置 ，一 种有如與正的摩擦力，依存于它們的相对速度。 

但是不久又有許多的困难会喚起他們的注意；他們如能实現 
一个孤立的系統,則其重心运动將沒有一条大約是直綫的軌道了。 
为說明这个事实，他們可以利用离心力，而把它認为实在的， J 無 
疑的，他們認为这是由干物体乏相互作用。不过他們將不能看到 
在距离極大的时候，卽当孤立性愈近实現的时候，这些力会消滅; 
相反地，离心力随距离之增長而增到無窮大。 

这个困难对于他們似乎够大的了，但他們所受的阻碍幷不長 
久;他們会很快地就想出一个有如我們以太 ( ether ) 的很微妙的媒 
質，而一切物体都浸潤其中，且受其排斥作用。 

然这还不算数。空間是对称的，但运动定律幷不表現对称 ，沱 
們对于左右是应該有所区別的。例如人們会看到飈風总是向一个 
方向旋轉,然而天空中的星石，因为对称的綠故，無区別地往左轉 
或往右轉。如果我們的学者能竭力造成他們的一个完全对称的宇 
宙，这个对称性是不能持久的 5 虽然表面上沒有理由可以使这个对 


称性向某一方面擾乱而非向另 一 方面。 

無疑地他們是会从这里解脫的，他們会發明出來一些不比爹 
列麥 ( Ptol 6 m 6 e ) 的坡璃球还奇怪的东西，而人們这样前進，行見其 
愈弄愈繁，直待那位 哥白尼 來到,一扫而光，說道 •. 还是承認地球是 
旋轉的比較簡單些。 

我們的 哥白尼 曾經对我們說过，假定地球旋轉是較为便利的, 
因为人們可用比較很簡明的言語說明許多天文学定理；同样那位 
哥白尼 則說: 假定地球旋轉是較为便利的，因为人們可以用比較很 
簡明的言語表达力学的定律。 

然而絕对的空間，意卽我們借以覌察地球是否旋轉的标准，幷 
不因此而毫無客覌的存在性。因此“地球旋轉”这个断語，是毫無 
意义的，因無一实驗可以核驗这个 事实； 因为像这种的实驗，不單 
不能实行和不能被思想之奇屏有如魏勒 (Jules Verne ) 的所能夢 
想，幷且卽想到时,亦难免有矛盾;或用这兩个 命題: “地球旋轉”与 
“假設地球旋轉較便利”都具有同一的和唯一的意义；而在兩者之 
中再沒有別的了。 

或者人們还不以此为滿意， 且已 覚得在所有的假設中或在我 
們关于此題所能做的所有公約中，何以其中竟只有一条是較其他 
为便利，这个道理似乎使人不舒服。 

但如遇到是屬于天文学的定律时，人們就很容易容納它，那么 
屬于力学时,人們就何故覚得討厭呢？ 

我們已知物体的坐标是由二階微分方程式确定的，而这些坐 
标之差数，亦是这祥确定的。这就是我們所謂廣义的慣性原理与 
相对运动原理。如这些物体的距离也同样是用二階方程式确定的， 

則人們似乎应当完全滿意了。試問在何种分寸之下 A 們才得滿意, 

■» ■- * % ^ 
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为什么他不肯迁就呢？ 

我們要明白这曆，不如举一个簡例。我假定有一个与太陽系 
相似的系統，但从这系統中，人們不能看見系統外之任何恒屋，因 
此天文家僅能覌察太陽与其行星之相对距离。而非行星的絕对經 
度。我們如直接从牛頓定律中，推出那規定距离变动的微 分方裎 
式,这些方程式將非二階式了。我的意思就是說,除了牛頓定律之 
外，假使人們已知这些距离在初时的値，及其对于时間的導数，这 
还不足决定这些距离在以后任何时間之値。还缺一个数椐，而这 
也許就是天文家所謂面積常数。 

然此地人們可以从兩个不同的覌点來区別兩种常数。从物理 
家的覌点，世界不过是一連串現象，这些現象，一方面只依存初时 
的現象 ，一 方面只依存那些联絡后果与來因的定律。于是如果满 
察齿知我們某数量为常数时，我們在兩种覌察的方式中就有一个 
选擇了。 

或者我們承認有一种定律，按这个定律，那数量是不能变的； 
然在世紀之初，它恰恰的不是別数而的确是这数，而且这数一直保 

存至今，那完全是偶然的事。所以这个数量可以叫做偶然常数。 

• * 

或者我們反而承認有一自然的定律，它对那个量支配了此数 
而非彼数。所以我們又有个所謂夺等常数 (ccmstante essentielle) 0 
例如照牛頓定律，地球公轉的週期，应当是个常数。然这数却 
等于360天有余而非300或400天，这个緣故，我可說是一种莫 

名其妙的初时偶然。这是一种偶然常数。反之假使在吸力表达式 
中的距离指数是等于 -2 而不等千 -3, 这幷非因偶然，却是因为 
牛頓定律要如此的。这是本然常数。 

我不知道这样說明偶然含义对其本身是否合法，也不知道这 
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种区別是否有点人为色彩;但至少可以确信的是，当自然界 仰含有 
秘密时.那末它在应用中將是很任意的，幷且总是不穩定的。 

至于面積常数，通常我們总認为偶然常数。不知我們理想的 
天文家也同我們一样設想否？他們如能比較兩种不同的太陽系, 
他們或將可覚得这个常数可有許多不同的値，然起初时，我恰恰就 
已假定他們的系統是孤立的，幷且他們不能覌察系外的任何恒星。 
在这情形之下，他們僅能有唯一的常数，有唯一的値，而絕对不变 
的;它們一定还会把它認为本然常数。 

为免去一个反駁起見，我順便还說 几句: 在这个幻想世界的居 
民，旣不能像我們覌測又不能規定那面積常数，因为他們不能捉摸 
那些絕对經度;但这幷不会妨碍他們很快地注意到某一种常数，这 
常数自然地引導在它們的方程式中，而这不是別的，就是我們所謂 
面積常数。 

然这样又出事了，且听我說來。如渠面積常数是認为本然的， 
因为它依存于一自然的定律，那末如要計算那些行星在某时的距 
离，只要知道在初时这距离之値，及其一次導数之値。在这新的艰 
点上，那些距离將由二階微分方程式規定。 

但这些天文家的意思認为完全滿意否？我不相信。第一当他 
們計算逐漸高階的微分方程时不久就看到这些方程式大为化簡。 
最使他們注目的，就是來于对称性的困难。于是又要承認許多不 
同的定律，这要随这些行星的集团是某种多面体形或是对称的多 
面体形而定，人們如要免去这个后果就非得承認面積常数是偶然 
的不可。 

我所举的例是很特別的，因为我所假設的天文家完全不管地 
球上的力学，而他們的眼界只限于太陽一系。然我們的結論却能 
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适合于任何情形。我們的宇宙是比他們的廣大，因为我們还有恒 
星，但它也是有限的，于是我們对于我們的宇宙全体，可做一种推 
理，正如这些天文家对于他們的太陽系做一种推理一样。 

由此人們可見，結果我們不得不結論那規定距离的方程式的 
階数是高于二的。那末我們何以威覚得詫异，为什么我們覚得各 
現象之次序依賴这些距离在初时的一次導数値为自然，而我們对 
于它們依賴二次導数之初时値就疑惑呢？这不能不是因为我們常 
常研究廣义的慣性原理及其后果所养成我們的一种習慣了。 

在某定时的距离之値依賴它們的初时之値，它們的第一次微 
竭数 ，以及其它。这其它是什么？ 

« 畢 

人們如不願意这个簡單就是二次導数中之一，人們只可选定 
一种假設。有如通例，假設这其它便是宇宙在空間的絕对方向，或 
此方向变动之速度，这也許是的，这一定是几何学家認为最便利的 
解答;但对于哲学家，就不見十分滿足了，因这方向是不存在的。 

人們可以假定这其它是些不可見的物体之位置或速度；这确 
是有些人倣过的，幷且叫它阿尔法体 （le corps alpha ) ，虽 然我們 

对这物体还‘只知道它的名称。这个巧法正与前章末了我說到慣性 
原理时的巧法完全相似。 

总之困难是人为的。只要我們仪器的將來的指示僅依以前已 
經給与我們的或从前本可給与的指示，那就一切都够了。但在这 
种情形之下，那我們尽管放心好了。 

第八章能与热力学 

能的系統——經典力学所引起的許多难点曾引起某些学者偏 



爱另一种新的系統名曰能的系統。 

能的系統產生于能之守恒原理發現之后。 亥尔莫慈 ( Helm - 
holtz ) 給了它一个最后的形式。 

人們开始去規定对此原理起基本作用的兩种数量。这兩种数 
量：一种是动能或活力 （ l ’ en 6 rgie cin^tique ou force vive )， 一 
种是势能 ( l’Snergie potentielle )。 

自然界中各种物体所能受到的一切变态总是由下面兩种实験 
的洚律統 轄的： 

一、 动能和势能之和是一常数。达就是能之守恒原理。 

二、 如某物体之系統在时之情形为桌在 t 时之情形为厶， 
則它由第一情形至第二情形时总必选走一条路，这路使在分开心 
与心兩时期之間隔时期中兩种能量的相差数的平均値为最小。 

这就是 哈密尔敦 ( Hamilton ) 原理，这是最小作用原理 （le 
princip © de moindre action ) 之一种形式 0 

能的理論比較經典的理論有下列优点： 

一、 这个理論比較完全，就是說能之守恒原理与 哈密尔敦 原理 
所能吿訴我們的比經典的理論之基本原理为多，幷且^們排除了 
某些自然界所不能实現的运动，但这些运动是与經典的理論相容 
合的。 

二、 这个理論省却我們的原子的假設，而在經典的理論中，这 
假設几乎是不可避免的。 

但这个理論也引起許多新的 困难： 

那二种能的定义之不易規定同在第一系統中力与質量的定义 
之不易規定相差極少。然而人們对此究竟較易解决，这至少是在 
最簡單的情形中如此。 
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設有一孤立的系統是多数物質点所組成的，我們假定这些点 
子受制于一些力，只依存于它們相对的位置与相互的距离，而非它 
們的速度。按照能之守恒原理，应該有一个力函数 (une fonction 
des forces ) 0 

在这个簡單的情形中，力之守恒原理的陈述是簡單極了。可 
由实驗測定的某数量該是常定的。这个数量是兩数項之和，其一 
僅依存于物質点之位置，而与其速度無关;其二是与其速度年方成 
比例。做这种分解只能有一种方式。 

这兩数項之第一項我叫它 K 卽势能；第二数項我叫它是 
卽动能。 

今如 T + U 为常数，則無論什么 T + U 的函数，卽 

(p{T+U) 

自然也必如此。但这个函數炉 （ T + CO 將不是这兩数項之和 :卽一 

晒 

項是不依賴速度的， 一 項是与速度平方成比例的。在固定不变的 
函数中唯有一种函数具此性質，卽 r+r (軟 + u 之綫性函数， 
这是不要緊的，因为用單位与原点之变換法，这个綫性函数总可变 
成: T + C / 的）。于是这就是我們所称的能；其第一項我們叫做势 
能，第二項則为动能。所以这二种能量的定义可以毫不混淆地一 
直推究下去。 

物之質量的定义也是如此。动能可很簡單地用一切物質点对 
于其中某点之相对速度及其質量來表明。这些相对速度是可以覌 
察的，而一待我們有了以这些相对速度为变数的动能之表达式，則 
由这表达式的各系数可求出質量。 

所以在这簡單的情形中,我們不难对一些基本槪念下定义。然 
在較繁的情形中,則困难重生，例如力有时不單依存于距离，且与 
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速度有关。又如魏北 ( Weber ) 假定兩电分子之相互作用不僅依存 
于它們的距离，且与其速度及加速度有关。如果物質点之相互引 
力也依照与这个相似的定律，則 U 必依存于速度而它可能包含一 
个与速度年方成比例的数項。 

然而在与速度平方成比例的数項中，怎样辨別來自 T 或 C /的 
数項呢？因此又怎样区別这兩部分的能呢？ 

还有，能的本身又怎样下定义呢？倘若2’+17的特性、卽其为 
一特別形式的兩数項之和之特性消失了之后，則我們毫無理由以 
T + U 而非其他 T U 之函数为定义。 

然这还不算数，我們不單要留意純粹的机械能,此外还要計算 
別种形式的能，卽如热、化学能、电能等等。故能量守恒原理当以 
下式表达： 

~bQ = const . (常数） 

其中表可威覚的动能， C / 为位置的势能，而只依賴物体 
之位置， Q 为分子內部之能，其形式則或为热的 3 或为化学的，或为 
电的。 

如果这三数項都是絕对不同的， P 与速度平方成比例， t / 与 
这些速度及物体之物态無关， Q 与速度及物体之位置無关，而只依 
賴其內部的物态，則一切均可順利進行。 

能之表达式只能用此唯一的方式分为这三数項的形式。 

其实幷非如此。假定有几个荷电的 物体： 其相互作用所生之 
靜电能当然依存于其所受电荷，卽其物态;然而它同时与物体的位 
置也有关系。如果这些物体都在运动中，則波此必生电动力作用， 
而电动能不特依存于物态和位置，且与其速度有关。 

所以我們再也沒有方法可以抽出某某数項当屬于 C 7 或 Q 或 
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T , 而把这能量之三部分划淸楚。 

倘若⑺+ U + Q ) 是常数，則其任何下列函数亦然。 

(piyT+U + Q) 

倘若 （ r + t / + Q ) 是我上面已考慮过的一种特別形式 5 則結果 
亦不致有混淆;在为常数的諸函数 + 中將只有一函数 
具有此种特別形式，而正就是这个，我約定叫做能。 

但我已經說过，实在幷不是嚴格如此的。在为常数的諸函数 
中，沒有一个可以嚴密地化为这样特別的形式;然則怎样在这些函 
数中选擇那个該当称为能的函数呢？我們再也沒有什么可作我們 
选擇的指導了。 

我們只剩了一个能之守恒原理的陈述； 

的。这样說法，这个原理也脫离了实驗之攻击，而变成一种重复語 
( tautologie ) 。顯然假使世界受定律統治,則其中有些数量自必是 
常定的。以实驗为根基的能之守恒原理，有如牛頓的原理,幷且为 
了相似的理由，也不会被实驗所否定的了。 

这个討論指出由經典的系統來到能的系統，人們已經獲得一 
种進步;但它同时也指出这个進步还是不够的。 

我認为还有一个反駁更 重要： 就是最小作用可应用在可逆变 
的現象中 ( ph^nomene r 6 vers 〖 ble ) ;而在不可逆变的現象中就不 

能应用。 亥尔莫慈 想把它推廣到不可逆变的現象中，但是沒有成 
功，这也本是不能成功的，在这种情形之下,一切还待努力。 

甚至最小作用原理之陈述本身也有点抵触理智。譬如强制在 

一面上运动而脫离了一切外力的物質分子要从此点來到彼点时> 
將取道于此面上之短程綫 (iigne g 6 od 6 sique ), 卽路徑之最短者。 

这个分子似乎自己知道人家將要引它到某点去，能預算从某 
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路綫达到某点当費吋若千，然后再揀定最适当的路徑。照上面的 
陈述看來，这个分子似乎是能动而自由的生物了。顯然最好把这 
陈述換一个比較少抵触理智的陈述，而那里，有如哲学家的口气， 
最后因 (causes finales ) 不像是去代替实效因 (causes effieientes )。 

热力学①——热力学中兩大基本原理在自然哲学中的作用日 
見其重要了。戢們放棄40年前的那些充塞着分子假設的野心的 
理論，我們今日想把数学物理全部大廈建立在唯一的热力学上。試 
問 克魯秀士 ( Clausius ) 与 梅耶 （ MeyeiQ 之二原理可作它的巩固的 

而有些持久的基礎么？这是無人怀疑的，但这个信心是从何而來 
的呢？ 

某日有一位高明的物理学家和我談到誤差律 (loi des erreurs ) 
时曾說，大家所以都坚决相信它的緣故，是因为数学家以为这是覌 
察的結果，而在覌察者以为这是数学的一定理。能之守恒原理很 
久就是經过了这种情形。今日則不然。沒有人不知道这是实驗的 
事实。 

然則是誰給我們的权力，讓我們对这原理看成比那些証明这 
些原理的实驗更为精确、更为普遍呢？这个問題好比人家常常在 
那里問推廣經驗的数据是否合法，但我却不敢討論这个問題，因为 
B 經有許多的哲学家想解决而終于未能。唯有一事是确实的：就 
是如果我們沒有这个能力,則科学將不能存在，或至少要化成一种 
財物淸單，一种孤立的諸事实之覌察，这样則科学对于我們將是毫 
無价値，因它將不能滿足我們对秩序及和諧之要求,且它同时也將 
無預見之明了。由于在一件任何事实先前的种种情況大槪永远不 
会同时統統再產生，这就已經应該作第一次推廣，來預測当这些情 

①下文系我所著热力学一書中序文之一部分原文。 
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况有一点点变动时,那事实是否还能重新發現。 

然而凡是命題都可用無窮的方式來推廣。在一切可能的推廣 
中，我們一定要有所选擇，而我們只能取那最簡單的。所以我們被 
引到这一行动的方針，就是認为一个簡單的定律(虽然其他一切都 
是一样)，好像总比复雜的定律为可靠。 

五十年前，人們已老实承認这点了，幷且宣言自然界欢喜簡 
明；然而从那时起自然界已給我們極多的反証。現在人們已無此 
种傾向，而只保留那不可缺少的，使科学不致成为不可能。 

經过比較上不算多而表現某些分歧的若干实驗，來形成一种 
普遍的、簡明而准确的定律的时候，我們所干的只是服从了 一种需 
要，这种需要是人的理智所不能缺少的。 

然而此外还有一層,所以我还要論列。 

沒有人怀疑从一切特殊的窟律中引出的梅耶原理比这些寒律 
要廣泛,有如从 凱普勒 諸定律中引出的生壁定律要比它們廣泛，它 
們只_近似的，假使我們計及擺动作用 （ perturbation ) 。 

^什么这个原理在一切物理的定律中占据一个特別重要的位 
置呢？其中頗有許多的小理由。 

第一，人們相信我們除非承認永恒运动之可能性的时候，才能 
推翻这个原理或甚至怀疑它的絕对嚴密性；不必說我們对于这种 
远見是抱怀疑态度的，而我們自信对于这个原理与其否認不如承 
認它为妥当。 

这也許不完全正确；由永恒运动之不可能性，虽可虜出能之守 
恒原理，然这僅 PS 于可逆現象。 

那梅耶原理之簡明性也有助于加强我們的信心。由实驗直接 
引出的定律，例如馬略特 （ Mariotte ) 定律之簡明性反会使我們不 
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信任。 M 此地則不然，乍看上去，我們只見到一些不調和的元素在 
那里排成一种出乎意外的順序，而形成一个和諧的整体;而我們决 
不相信这种出人意料之和諧簡單地是偶然的效果。这好像是我們 
牺牲的力量愈大,我們所獲得的勝利愈是宝貴，或漭說那自然愈怕 
我們去揭露它的秘密，我們就愈确信已經从它那里搶得了輿秘密。 

然而这还不过是些小理由；如要把梅耶定律建立为一个絕对 
的原理，那就还要經过一番更深刻的討論。但人們如去試行，人們 
就看到这絕对的原理，連陈述沱也不是容易的事。 

在每一个特別情形中，人們可看淸楚能是什么，幷且至少可給 
它一个暫时的定义;但要找出一个普遍的宠义，那就不可能了。 
假使要把这原理尽量普遍化地陈述出來，幷且应用之于宇宙 

間，那便可說它竟会消失了，而剩下的 只是： 亭宁 f 學卒 早旱事寧 
的。 

但連这句話也有意义嗎？据确定派 (Mterministe ) 的假設，宇 
宙的狀态是用極大数0之贝个参变量規定的，我叫它們……， 
%。人們在任何时 ，一 知道这 w 个参变量之値，也就知其对于时問 
之導数，由是就可計算这些参变量在先前或以后之値。換言之，这 
些竹参变量可滿足 n 个一階微分方程式 0 

这些方程式有 n - 1 積分，故亦有 n ~ l 个含有巧，如，…… ，化 

之函数，且为常定的。所以假使我們 說亭宁 亨學年 ffi 旱 | 享咚，我 

們所說明的只是重复語。我們甚至很难說在这些積分中，那一个 
当保存能之名称。 

然而当人們把 梅耶 原理应用在有限止的系統中时，人們对于 
这原理幷不是这样來理解的。 

于是人們承認在我們所說的《参变量中的 P 个各 S 独立的变 
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动，因此我們只有这抑参变量及其導数間之《— P 的关系，这关系 
一 般是綫性的。 

为簡化陈述起見，假定外力工作之总和为零，向外播散之热亦 
然。于是且看我們的原理的:意义何在： 

在这些关系式中，有一种組合，其左項为全微分;于是根 

_« • • • • 舉* ••**••* 

据我們那些 W — p 关系式这个全微分旣为零，則其積分为常数，而 
就是这个積分我們叫做能。 

然而其中怎会有許多的参变量是各自独立变动的呢？这种情 
形只有在受外力的影响下才能產生(虽然为簡便起見，我們已假定 
这些力的工作之代数和为零）。事实上如这系統完全脫离一切的 
外力，則我們的《參变量在某定时之値已足拿來規定那系統以后 
任何时間的情态，但只要我們常守着确定派之假設；因此我們又和 
上面一样,遇着同一的困难了。 

某系統將來之情态所以不完全为它現在的情态所确定，是因 
它还要依存于系統以外的物体的情态。然則在規定这系統的情态 
之諸参变量$中，存在着許多与外物之情态無关的方程式是可确 
信，而如在某些情形中，我們相信能够找到若千方程式，这是否只 
因为我們的無知，幷因这些物体的影晌太微弱，以致我們的实驗不 
能發覚呢？ 

如果这系統不是認为完全孤立的，則其內能之嚴密精确的表 
达式当与外物情态有关。幷且在上文中我是已經假定这外力工作 
之和为零，而我們如要免除这个有点人为的限制，則更不易陈述 

了。 

所以为要建立梅耶原理，而給与一个絕对的意义，那就应該把 
它推廣于全宇宙，但这样我們正要避免的困难又呈現在面前了。 
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总而言之，且用普通的說法，能之守恒定律只能有一种意义， 
此卽在一切可能的意义中有一共同的特性;然依确定派的假設，只 
有唯一的可能，因此那定律便毫無意义了。 

反之依照不确定派的假設，卽使人們把它看做有一个絕对意 
义的，那定律將仍有一个意义;这定律好像是加在自由上的一种限 
制 。 

然而自由这个字，警吿我跑錯了路，而且我怏要跑出数学与物 
理的范圍之外了。所以我停止，而在这番討論中，我只要保留一个 
印象，就是梅耶窟律的形式是相当柔軟以致能够讓人任意將差不 
多一切都放進去。我的意思不是說这定律毫無客覌的实在性，也 
不是說它只是一种重复語，因为在每一个特殊情形中，且只要人們 
不去一直推到絕对，它总有一十分明白的意义。它这种的柔軟性， 
更足以使人相信它的持久,幷且，在另方面，旣要等它溶化于更高 
級的和諧之中才得消滅，我們可以安心地依靠它而去工作，幷且可 
以預先确信我們的工作决不会白費了的。 

上面我所說过的几乎全可应用于 克魯秀士 原理上。它的特点 
是在于用不等式表达出的。或者人們將說一切物理的定律統統是 
如此的，因为它們的精密程度总是被覌察上的誤差所限止的。但 
它們至少自命以第一次近似的姿态出現，而人們有希望將來可用 
逐漸精确的定律去慢慢地代替它們。但莖氏原理之所以化为不等 
式，幷非由于我們覌察方法之不完善，而是由于这个問題之本身性 
質的原故。 

第三部总結 0 




所以力学諸原理对我們以兩种不同的姿态表現出來。一方 
，这些是建立在实驗上的眞理,对于差不多孤立的系統可算是核 
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驗得很近似的了。另方面，这是些可以适合于宇宙全体而且被認 
为嚴格眞实的公設。 

这些公設，其所以有一种普遍性与确实性，而这反为它們所自 
出的实驗的眞理所缺乏者，正因为它們到最后分析便化为一种簡 
單的公約，而这是我們有权傲的，因为我們預先可以确信它是不会 
受任何实驗所反駁的。 

不过这种公約幷非絕对任意的;它不是由我們的私意而出;我 

4 

們采用它，因为有些实驗向我們指出它是便利的。 

这样人們就可解釋实驗如何建立了力学諸原理，但实驗又为 
什么不能推翻它們。 

我們試用几何学來比較。几何学中基本命題，例如 欧几里得 
公設，也不过是些公約，但如要問它們是與的，或是假的，則其不合 
理正如間米达制是眞的或是假的了。 

不过这些公約是便利的，而这是若干实驗吿訴我們的。 

起初这个相似性是完全的；实驗在这兩者之中似乎有同样的 
作用。所以人們会 想說: 或者力学当認为一种实驗的科学,因此几 
何学亦必如是，或者相反地几何学是一种演繹的科学，因此人們对 

于力学也可这样說。 

像这种的結論未免不合法了。使我們認几何之 基本公 約为較 
便利而采用它的那些实驗所根据的对象完全与几何学所研究的对 
象不同；这些实驗是以固体之時性及光綫直綫性为对象的。这些 
都是力学的实驗，光学的实驗；而無論用何种名义，也不能把它認 
为几何学的实驗。就連我們的几何学对于我們覚得便利的主要原 
因是因我們身体的各部、眼睛、四肢正具有固体的性質。照这样 
說，我們的基本实驗就是生理学的实驗，所以实驗的幷非空間，这 
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空間是几何家研究的对象，而所实驗的是在身体上，也就是他研究 
几何时所需用的工具。 

反之，力学的基本公約以及証明它是使利的那些实驗，都有同 
一的或相似的对象。公約式的而普遍的原理是特殊的与經驗上的 
原理之直接而自然的推廣。 


我希望人家不要說我在科学間划出界綫來；而假使我把固体 
的研究与純粹的儿何学隔开，我照样也能在普遍原理之公約式的 
力学与实驗的力学兩者中間另立一种界限。事实上我若把这兩种 
科学分开时，誰不見到我就会把它們都伤害了，而公約式的力学一 
孤立之后，將只剩很有限的东西，而絕不能与这偉大的学說卽所謂 
几何学相比呢？ 

現在我們可以明白为什么力学的講授还是应該为实驗的。 

只有这样才能使我們明白科学的萌芽，而这对徹底明白科学 
之本身是不可少的。 

而且我們研究力学，是为了应用；而如荽应用它，則它非是客 
覌的不行。但是根据我們所已經說过的，凡是那些原理在普遍性 
上与确实性上有所得，在客規性上便有所失。所以要緊的，是在把 
原理的客源性方面及早熟悉，而这要从特殊的到普遍的而不去取 
相反的步驟才能做到。 

凡原理都是些伪裝的定义与公約。不过它們仍是由实驗的定 
律引出，故这些定律可說是用我們認为有絕对价値的原理樹立起 
來的。 

有些哲学家未免推廣得过分了。他們以为原理就是全都科 
学，因此以为全部科学乃是公約的。 

这种荒■的学說，所謂唯名主义，实在不値一談。 


笫八章能与热力学 
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一个定律怎会变成原理呢？它能表明』与刀二項間之关系。 
然这定律不是嚴格眞实的，它只是近似的。我們任意地加進一个 

多少是幻想的中問項 C ， 而照定义 C 卽是与』恰好有为定律所表 

* • * • • 

示的关系的那一个。 

于是我們的定律分解为二：其一表示 A 与 (7 之关系的絕对而 
嚴密的原理；其二， 表示 C 与 B 之关系的近似的而可修正的实驗 
定律。顯然地尽管我們再繼續的分解下去， 所剩下 來的还是一些 
定律。 

我們現在到眞正的定律范圍中去。 




笫四部食然界 

第九章物理学中的假設 

实驗与推廣之作用——实驗乃眞理的唯一 泉源： 唯独 IS 能吿 
訴我們一些新事物；唯独它能給我們一种确实性。这就是誰都不 
能反对的兩点。 

然則假使实驗包括一切，則数学的物理学 （la physique ma - 
th ^ matique ) 的地位又將怎样呢？实驗物理学要这个好僳無益的 
幷且甚至危險的助手又有何用呢？ 

但是数学的物理学还是存在着，它所完成的功劳又是不可抹 
殺的;这里必有一种事实要說明的。 

这就是單單去覌察是不济事的，必要利用这些覌察，因此所以 
要推廣。这正是一向人家都做过的;不过因为想起从前的錯誤，有 
了前車之鑒,人家就漸漸地格外愼重，多从事覌察而逐漸减少推廣 
了。 

每一世紀的人总喜譏誚前世紀的人，怪他們推廣得太快又太 
老实了。 笛卡兒 曾可憐那些伊洪学家 ( Ionien S ); 然而笛氏自己又 

惹我們微笑，而我們的子孙必將譏笑我們，这是無疑的。 

然則我們难道不能馬上走到尽头嗎？这不是我們免去所預料 
的遺笑之方法嗎？我們不能將赤棵裸的实驗認为滿足嗎？ 

不，这是不可能的;这样未免太不懂得科学的輿正特 性了。 凡 
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是学者应当做整理的功夫 ，人們 靠着事实建設科学，正如用磚石筑 
成房屋;然而許多事实之不成其为科学，正如一堆磚石之不成其为 
房屋。 

幷且最要繁的，学者应当有預見之明。 高立尔 ( Carlyle ) 在某 
处曾經說过 : “唯独事实是要緊的;法王 約翰無土 (Jean Sane Ter - 
re ) 曾經过此地，这眞是件很可讚美的事，为此事实我願給出天下 
所有的理論”。 

高立尔 是培根的同胞;但培根却不会这样說。这是歷史学家 
的口脗。物理学家就要这 样說: “法王 約翰無 土曾經經过此地；但 
这与我毫無关系，因为他再也不会經过此地了”。 


我們大家都知道有好的实驗，也有坏的实驗。假若是坏的，那 
就再多也是無用的;人們做它一百个也好，做它一千个也好，經不 
起一位與正的学者，例如 巴期德 ( Pasteur ) 傲的一种工作，就可把 

那些实驗都压倒,甚至于忘掉。我想培根是很明此理的，是他發明 
那“交叉实驗” (Experimentum Crucis ) 名詞的。但这是 高立尔 

不会懂得的。事实便是事实；一个小学生毫不注意地讀下了温度 
計的度数;不管他注意不注意，橫堅他 已經讀 过了，但如只以事实 
算数，那么这里是和剛才法王 約翰無土 远游这回事同样地是实在 
了。何以那位学生做的这件讀数的事实沒有意思，而若是一位能 
干的物理家讀了另一数的事实就將是很重要呢？这因为前者所看 
的度数，我們絲毫無可結論。然則何为好的实驗？好的实驗就是 
除了一件孤立的事实外，还能吿知我們別的东西;这就是使我們能 
够預見，亦卽能够讓我們推廣的一种实驗。 

因为若無推廣，則預見是不可能的事。在某些境況 T , 人們做 
了实驗，但这些境况从來不会完全再發生 9 所以覌察过的事实，以 
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后再也不会开始了 ；人們所能肯定的唯一事情，就是在相似的境况 
之下，当有一相似的爭实發生。可見想要預見，至少要引用相似性 
( l ’ analogie ) ,这就是已經推廣了。 

人們無論如何胆小，总要去內插；实驗只給我們一些孤立的点 
子，要用一条連續的綫把卞們接合起來;这里是眞正的推廣。但是 
人們做的更多，这画出來的曲綫,是在这些点子之間和附近穿繞而 
过的;幷非恰恰地通过这些点子。所以我們不僅自限于推廣实驗， 
幷且还要矯正 它：凡 是不願做这种的修正，而以赤裸裸的实驗为滿 
足的物理学家势必說出許多离奇的定律來。 

所以，赤裸裸的事实对于我們是不够的；因此我們要有經过整 
理的科学，卽有組織的科学。 

人們往往說，做实驗必不可存一种成見 ( i 辦 e prSconcue ) 。这 
是不可能的；这样不但一切实驗將变为廢物，幷且似乎人們愦願把 
它变为不可能的了。各人有各人的世界覌，而不易改覌。例如，我 
們是用言語才能有所表白，而我們的言語中充滿的正是这些成見， 
却也不能有別的。不过这是些不知不覚的成見，眞比別的还更危 
險一千倍。 

我們可以这样說，如果我們加入了一些我們完全自覚的其他 
成見，我們只会更加重坏处！我不相信，我想这些或可做为相互平 
衡的权重，我將說这可作为解毒藥；它們相互之間总是合不好的； 
它們彼此必互相冲突，因此我們不得不把事物反复从各方面去仔 
細考察。这样已足使我們獲得自由 :好比 能够选擇主人，就不再是 
奴隸了 。 

这样，靠着推廣，每一覌察的事实可使我們預見許多的事实; 
不过我們不要忘記只是第一事实是确实的，其他的都不过是大槪 
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的罢了。一件預見之事 ，看 上去無論怎样穩固地奠定，当我們去核 

驗它的时候，我們从來不能絕对 相信它 不会被实驗推翻的。但这 

• • 

可能性往往是很大，以致我們实际上可以認为滿足。与其毫不去 
預見，还不如去做不确实的預見。 

所以有机会的时候我們万不可不屑去做一番核驗的功夫。但 
凡实驗都是很長很难的，而勤力的人是不多的;而我們所需要预見 
的事实为数正是無窮；我們所能做的直接核驗的数目对于那样大 
的数量眞同滄海一粟。 

我們希望从我們所能直接达到的这一些实驗中柚出最好的效 
果；应該每一实驗能給我們最多的預見和尽量地含有最大的可能 
性。这个問題可以說是在于增加科学机器的效率。 

請試以科学与日益擴充的圖書館 相比； 圖書館館長的經费旣 
不充裕;館長应当不浪費。 

这是实驗的物理学負買書之責；所以唯独它能使圖書館丰富 
起來。 

至于数学的物理学，其任务在編訂書目。而書目鵪得再好，也 
不能使圔書館增加財富。但它能有助于讀者之使用其丰富的藏 
書。 

而且它可把藏書缺点之所在指示阖書館長，使他下次購書格 
外恰当合理;此事在經费愈少时愈是要緊。 

这就是数学的物理学的作用；它应当指導推廣以增加我剛才 
所說的科学机器的效率。但它用何种方法以达到此目的，且怎样 

•i 

安全地去做，这是还要討論的。 

自然之統一性——首先我們要注意一切推廣，在某种程度上, 
假定对自然界之簡明性与統一性有信心。关于統一性，这个問題 



不会有何困难。如果宇宙之各部分不是像一物之各机構，則互相 
不生作用，它們將相互不認識;而尤其是我們將只能知其一部。所 
以我們就不必問那自然是整个的，而是問它何故是整个的。 

关于簡明性这个問題，就不是这样容易的了。自然界不一定 
是簡明的。我們可否当它是这样的去做而無危險呢？ 

从前 馬略特 定律之簡明性一度被引为此定律的正确性之論 
据；从前 弗勒納尔 ( Fresnel ) 自己有一次与 拉卜拉斯 ( Laplace ) 談 

話时，曾說过那自然界毫不顧慮解析上的困难，后來他恐怕抵触群 
意太甚，又自覚非加以解釋不可。 

今天一切覌念都大变了；但那些不相信自然界的窟律二定是 
簡明的人仍旧不得不作为相信似的干下去。他們不能完全脫离这 
个需要，除非是把一切的推廣，因而一切科学都弄成不可能。 

一件任何事实顯然可用無窮的方法來推廣，但要緊的是选擇; 
而选擇只能以簡明为标准。我們試以最平常的例子如內插法 ( in - 
terpolatkm ) 作比。我們在規察所給与的点子之問,穿过一条尽可 
能整齐的連續綫。为何我們要免去这些角点，以及太急促的屈折 
呢？为何我們不在那曲綫上画出最任性的弯轉曲折之形？这因我 
們預先知道或我們自信知道，那要表示的定律不能如此复雜的。 

木星的質量，可以或由它的衛星运动測知，或由那些大行星之 
攝动測知，或由那些小行星之攝动測知。我們如將此三法所測定 
数平均，乃得三个近似而各异之数。說明这个結果时，我們可以假 
定引力系数在这三情形中是各不相同；因此对覌察所得的結果当 
然表示較好。然則我們为何舍去这种解釋而不用呢？这不是因为 

它荒謬，实因它是無用的繁复。要到了不得已不采用它的时候，我 
們才去采用它，現在还不必。 
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总之，普通凡是定律总皲認为簡明，一直宴碰到相反的証明才 
止。 

这个習慣之所以支配着物理家，已如我剛才所說;然面臨着这 
些天天指示我們以更复雜而更丰富的細節的新發現，怎样使这种 
習慣合法化呢？而且如何把它与自然統一性的情緖相融洽呢？因 
为倘若一切以全体为轉移，則这样多的不相同事物参加的各种关 
系必不再能簡明了。 

我們試研究科学的歷史，我們可見到兩种可說是相反的 現象： 
有时是簡明藏匿在复雜的外表下面，有时相反地簡明是表面的而 
它却 是隱蔽着非常复雜的 輿实。 

那有再比行星的攝动运动更复雜;那有比牛頓定律更簡明呢？ 
这正如 弗勒納耳 說过的自然界在那里玩弄解析的困难而只用一些 
簡單的方法，經过彼此互相組合之后,就發生一种不可言嗆的难解 
乱絲。簡明正是藏匿在这里，正应当去發現它。 

相反的例子也多極了。在气体运动理論中，人們考慮具有極 
大速度的分子，它們的軌道，受不断的冲击，变成最奇怪的形狀，幷 
且在空間四面八方都布满了它們的路迹。可覌察到的結果，就是 
馬略特 簡明定律;每一种个別的事其实是复雜的;大数定律恢复在 
平均中的簡明性。这里的簡明只是表面的，而我們威官的迟鈍，正 
是阻碍我們不能見到此中之复雜。 

好多的現象都是服从一种比例的定律；何故？因为在这些現 

V 

象中，有一些东西是很小的。因此所覌察得的簡明的定律，不过是 
这种普遍的解析規則之翻譯:照这規則,某函数之極微小的增量与 
其变数的增量成正比例。实际上，我們所謂極小的增量幷非極小， 
不过是很小罢了；所以比例的定律也無非是近似的，而那种簡明只 
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是表面的了。我剛才所說的，可以应用到微小运动之叠加規則上， 
这条規則用处極大，且是光学的基礎。 

至于那牛頓定律本身呢?它的簡明性隱匿得这末長久，也許 
只是表面的。誰知道它不是一种复雜的力学作用，或生于一种受 
不規則运动的微妙物質碰掼之影响，誰知道它不是只靠着大数与 
平均数的一套把戲才能成为簡明呢？無論如何，若不假定那眞正 
的定律含有补充的数項，是很难的，这些数項在短距离时，便有效 
用。假使在天文学中，它們比 牛頓 公式中之数項來得可忽略，而如 
定律因此又得到它的簡明性，那么这只因为天空中的距离極为巨 


大的关系。 


無疑的，假使我們滉察的方法日漸精密，我們便可在复雜的里 
面找出簡明的东西，再由簡明里面找出更复雜的东西，如是循环不 
已，我們便不能預料最后將是什么。 

在这个進程中,我們势必要停留在什么地方，而为了科学可能 
起見，在遇到簡明的地方，就应該停下來。这里正是我們唯一的地 



,在这上面我們才能建設一切的推廣。然而这簡明旣只是表面 
的，这塊基地是否能够坚固呢？这是应該研究的。 

为此，請看簡明性之信心在我們的推廣中起何作用？今我們 
已經在許多特例中檢驗了一条簡明的定律；我們不承認这常有的 

h 

遭遇只是偶然之事，因此我們結論那定律在普通例中也应当是輿 


实的。 

凱普烈 ( K 6 pl er ) 注意到狄哥 ( Tycho ) 所覌察的一行屋的位 
置都是在同一的橢圓上。他从未想到 狄哥 因一种奇怪的偶然每次 
覌天时，都是正当那星球眞正的軌道与那橢圓曲綫相交的时候。 
所以簡明性是实在的或者它隱藏着一种复雑的眞理，这有何 
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关系？不管它是消去各个別相差的大数的影响之作用，或者是可 
以略去几个数項的若干數量之大小的作用，無論如何，它总不是偶 
然的作用。这种簡明是表面的，或是实在的，总有一个原因在。所 
以我們总可做同一的推理，且如一簡明定律曾經在好几个特例中 
覌察过，我們便可很合理地假定它在相似的情形中还是具实的。 
我們若对此否認，那就是給偶然以一种不可承認的作用了。 

但是其中有一个区別。如果那簡明性是实在而深刻的，則我 
們的測量工具的准确無論如何進步，則这种簡明性仍旧不会榣动； 
所以我們如果相信自然界具有深刻的簡明性，則我們也該从一种 
近似的簡明性結論到嚴密的簡明性。这是从前人們做过的；这是 
我們現在苒無权去傲的了。 

譬如， 凱普勒 定律之簡明性不过是表面的。这虽無碍于它对 
于一切如太陽系之系統大約都可适用，但要說它是嚴密輿实的，那 
就不能了。 

假設之作用•——凡是推廣都是一种假設；所以假設有必需的 
作用，这是誰也不会反对的。不过它应当常常的經过核驗，幷以愈 
早愈多为妙。不必說，它如經不起这种考驗，人們就当不惜把它抛 
棄。普通人們是这样做的，但有时总帶几分不高兴。 

其实就連这种不高兴也是不合理的；物理家当他抛棄他的假 
設之一的时候，应当反而十分快活，因为他正是得了 一个求之不得 
的發明的机会。我想他的假設不是輕易采用的；它已經顧及到一 
切好像能參与現象的各已知因素。假使不能核驗，这其中必有料 
不到而非常的事;这正是我們要去尋党的未知与新鮮的东西。 

那么这样推翻的假設是無效果的么？大为不然，我們可說它 
比輿正假設的功劳更大;不但它是一种决定性实驗的机会，幷且人 
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們若不曾作假設，只在偶然中作了这个試驗，則人們將一無所得； 
人們將不能見得非常的东面;人們不过多鑣進了一件事实，而不能 
从中得到什么后果。 

現在要問在什么条件之下利用假設，才不致有危險？ 

單單决心去实驗是不济事的；此外还有危險的假設;最主荽的 
就是暗示的与無意識的假設。我們旣是不知不覚的作了，因此也 
無能力抛棄它。这里还是数学的物理学可以协助我們。以它固有 
的那般精确性,它迫使我們确立一切不用它我們也会做的假設，但 
我們幷不怀疑它。 

另方面，我們当注意不可濫用假設，幷且 R 能依次而用。我們 
如果把一'理論建立在許多的假設之上，一*旦被实驗推翻，則在吾人 
所有的前提中当換去哪一个呢？这是不得而知的。反而言之，如 
果实驗成功，人們可相信所有的假設都被核驗了嗎？人們 相信只 
用一个方程式就求得了几个未知数嗎？ 

此外还荽好好地把各种的假設区別一番。第一，其中有一种 
很自然的假設，是我們所难于免去的。比方我們不能不假定_ 
远的物体之影响完全可以忽略，那微小运动是遵守綫性定律的，又 
如效果乃其原因的連續函数。我对于对称定律所支配的条件，認 
为也是这样。所有这一切的假設，可以說是組成数学的物理学所 
有的理論之共同基礎。人們到最后才能把它們舍去 D 

此外还有第二类的假設，姑名之曰無关的假設。在大多数問 
題中，分析家在演算之初便假定物質是連續的,或反是原子所組成 
的。無論他做哪一种假定，其結果則一，不过求得有难易而已 n 所以 
如梁实驗証明他的結論时，他就以为証明了原子是輿实存在的嗎? 
在光学中有兩种矢量 ( Yecteurs )。 其一"是認为一种速度，其一 fc 
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是認为旋渦 (tourbillonh 这还是一个無关的假設，因为我們如把 
它們調換过，結論还是一样;所以实驗之成功不能証明第一矢量果 
为速度;它只証明一事，就是这是一个矢量；这是我們在前提中所 
加入的唯一的假設。要給它一个我們理智的薄弱性所要求的这种 
具体外表,那就应該或者把它看傲一种速度，或者是一种旋渦；正 
如我們应該用 m 或2/字來表示它，但結果無論如何,幷不証明把它 
当做速度是对了或錯了；正如叫它$或2；时不見得就对了或錯了 

这些無关的假設，只要我們認識它們的特征，是永不危險的。 
它們是能够有用的，这或者作为計算的技巧，或者用具体的形象來 
支持我們的意識,正如人說为固定思想起見，所以这些是無須禁止 
的 。 

第三类的假設是眞正的推廣。正是这些假設是实驗該当証实 
的或否認的。不問是核驗了或推翻了，沱們可能是丰產的。然而 
为了我說明过的理由，非得我們不增加它們的数目才能够是这样。 

数学的物理之起源——我們現在要進一步仔細去研究那些开 
展数学的物理学的条件。我們第一就看出一般学者总是勉力去解 
决实驗直接給与的复雜現象，要把 它分解 为許多基本的現象。 

这有三种方法 :第一 ，是在时間里的。与其把現象的逐步發展 
作全部的包罗，人們寧願把某一时刻与前一时刻相連接起來;人們 
承認世界的現在情形只依存于最近过去的时代，而不直接受可說 
过去已久的記憶之影响。根据这个公設，与其去直接研究現象 一 
切过程，人們寧可只寫出它的“微分方程式”;人們把 凱普勒 定律代 
以 牛頓 定律。 

其次人們想法在空間里分解現象。实驗所給我們的乃是一个 
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紛乱的事实，表演在一定的廣延的戲台上;要設法去辨別那些基本 
的現象，这現象反而是局限在空間的極小的部分。 

举几个例子就可說明我的意思。今有一慢慢地冷却下去的固 
体，要去研究其中溫度分布的一切复雜情呪是永世做不到的 。 K 
要想一想那固体之一点不能向远隔的一点直接傳热，那么一切都 
变为簡 單了； 它只能傳热于最貼近的点，再由这些点逐步傳开去热 
流才傳到物体的它部。那基本的現象就是二鄰点之热的交易；它 
完全局限于一小部分，且比較上是簡單的，只要人們承認(而这似 
乎很自然的），那交易現象不受距离較大的分子的温度影响。 

現在我屈折一根鞭子，它卽刻变为極复雜的形狀，而是我們不 
可能直接研究的；然我仍可去試一試，只須注意它的曲折只是鞭內 
很小元素变形的总和，幷且每元素的变形只浓存于那些直接加上 
去的力，而絕非加在其他元素上的力。 

在这些我可以不費力再添上許多的例子中，我們承認沒有超 
距作用，或至少沒有相距甚远而發生的作用。这却是一种假設;庀 
不是常與的，地心吸力定律可作証明；所以应当把它來核驗；如果 
它是証实了，卽便是近似的，它也是可宝貴的，因为这足以使我們 
至少用漸進近似法研究数学的物理。 

如果这个假設經不起試驗，那就要另找其他类似的东西，因为 
此外尙可用他法以达到基本現象。倘若有許多的物体同时作用, 
有时它們的作用也許是独立的而是簡單地相互叠加的，至于叠加 
的方式是或如矢量的，或如标量的。所以基本現象乃是孤立的物 
体的作用。又或者是我們对于微小运动，更普通点，对于微小变动 
打交道，这些微小变动是服从那著名的叠加律的。于是覌察得來 
的現象，將可分为簡單的运动，例如音之分为諧音，光之分为單色 
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当人們已經識別要从那方面尋找基本現象，試問用何方法才 
可达到目的呢？ 

第一，为了猜想它，或說，为了猜度有益于我們的，那就常常不 
一定深入它的机構里面;我們只要曉得由大数得來的定律就够了 o 
我們試再以热之傳播为例;每分子向鄰近的分子傳热;至于按照什 
么定律，这是我們不必要知道的；假使我們在这一点上有所假設， 
則將是一种無关的假設，所以这旣是無用的，幷且不可核驗的。其 
实有了平均的作用以及根据媒質的对称性， 一 切的差別都拉平了， 
且無論做了那种假設，結果总是一祥的。 

在彈性理論中与毛細管現象理論中有同样的情况發生；鄰近 
的分子互相吸引，或互相推拒；我們不必知道这按的是什么定律； 

S 

只要这吸力只能在小距离以內才有威覚，只要分子是極多的，只要 
媒質是对称的。而我們只要讓大数定律去支配一切就好了。 

这里还是基本現象的簡明性隱藏在可規察的总現象的复雜里 
面;不过这个簡明性也只是表面的，內里尙有很复雜的机構。 

求得基本現象的最好方法当然是实驗了。这应当用实驗上的 
巧法以解散那自然界給我們研究的一束复雜而仔細研究提鍊得尽 
量淸楚的元素;例如人們用三棱鏡分光为七色，用偏振器分光为偏 
振光。 

所不幸者，这不是常常可能的，也不是常常足够的，而有时我 
們的理智要超前实驗才行。我只要举一个那常使我很驚异的例 
子： 

我如分解白光,我可孤立一小部分的光譜，但無論如何小，它 

总保有一定的寬度。同样，所謂單色光的自然光呈現一条很細的 

♦ # • 
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譜綫，但幷非無窮的細。我們可假定用实驗來研究这些自然光的 
特性时，用逐漸变細的譜綫來試驗，最后來到可說是極限时，我們 
便可認識一种嚴格的單色光之特性。 

这是不确实的。我假定有从同一光源射出的二光綫，人們使 
它們先在二垂直之偏振器穿过,使成为在兩垂直平面中之偏振光， 
再把它們回到同一偏振平面中 5 然后使它們起干涉作用。如果光 

綫是嚴格單色的，則它們就会干涉了 ;但我們的光旣是差不多的單 

• « 

色光，就沒有干涉作用，而这是不問譜綫之如何細的；假使不是这 
样，那就应該叫这譜綫細到比較已知的最細譜綫还要縮窄几百万 
倍才行。 

所以在这里，我們被达到極限这一过程所騙了 ;这是要理智超 
前实驗才行。而它这样做之能成功是由于它被簡明性木能指導之 
故。 

知道了基本的事实，我們就能把問題寫为方程式;于是經了些 
組合，就可推出那些可覌察的与可核驗的繁复事实。此卽所謂積 
分法;而这是数学家的本事了。 

人們可問何以在 物理科 学中，推廣法很自然地成为数学的形 

〆 

式。这个理由現在是很易明白 的了: 这不特是要表达数的定律;还 
因可規察的現象是由許多相似的基本現象堆積而成;这样,微分方 

鲁擊争 ft * 

程式就很自然的導入了。 

僅僅每一基本現象服从簡明的定律是不够的，还要那些正待 
組合的現象服从同一的 定律。 唯独这样。那数学的參加才有益处; 
事实上，数学教我們把相似的东西与相似的东西紐合起來。它的 
目 的是在猜想一組合之結果，而不必再一塊塊地重新組合起來 。如 
果人們要杷同一的演算,要重演至数次，数学則讓我們用一种归納 
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法，使我們預先知逍結果，就可以免去了这种的重复。这是在前面 
数学推理一竞中我 已說明 的了。 

然而为此，一切的演算当互相类似;否則自然要忍耐着实际的 
依次做下去，而数学將成为無用的了。 

所以这全靠物理学家所研究的物質之近似的均勻性，那数学 
的物理学才能 產生。 

在博物学中,就再沒有这些 条件： 均勻性，远离部分之相对独 
立性，基本事实之簡明性，而为了这个原因,那博物学家就不得不 
求助于別的推廣方式。 

第十章近代物理学之理論 

物理学理論之意义——普通人很奇怪那些科学理論的不能持 
久。他們看見那些理論經过了儿年的丰收就被人先后的抛棄；他 
們只見到殘毀層層堆叠;他們預見到現在風行一时的理論,霎时間 
就要变成明日黃花，因此結論它們是絕对無效的。这就是他們所 
謂科学之破產。 

_ « 擊尊争 

他們这种怀疑是膚淺的；他們全不懂得科学的理論之作用及 
目的,不然他們可以明白就是那些殘毀也还是有用处的。 

弗勒納 尔曾認为光卽以太之运动，这个理論似乎是再坚固也 
沒有的了。然而現在人們却丟了它而喜用 麥克思韋 的理論了。然 
則噩氏的工作可說是徒然的嗎？不，因座氏之目的不是要知道眞 
正有無以太，以及屯是否为原子所成,这些原子是否往某某方向运 
行;而为的是預測光学現象。 

而这却是座氏理論在奎氏以前或在今天永远可以做到的。其 
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中微分方程式总是对的；我們总可用同样的方法計算其積分的，而 
所得之結果，总保存沱們整个的价値的。 

但是請人們不要說我們这样是把物理学理論变成一种实用的 
簡單方術;这些方程式表示一些关系,而这些方程式之所以仍旧是 
对的，因为这些关系能保存其实在性。或前或后，它們能吿訴我們 
某些物与另些物之間有何种关系;不过，这某些物我們从前叫它运 
动，現在却叫它电流了。然而这些名称不过是代替眞物的影像，至 

• ■鲁 

于與物是永被自然遮着。在这些实在物之間的眞正的关系是我們 
能达到的唯一实在，而唯一的条件，就是在我們不得不用來代替它 
們的那些影像之間，一如在这些眞物之間，当有同样的关系。倘若 
知道了这些关系之后，那么我們如認为便利时，又何妨把此一影像 
代以另一影像。 

假使把一週期現象(例如电振动)看成的确是由于某原子的顫 
动，原子有如一鐘擺眞是擺來擺去，那么这事旣是不可靠的，又是 
沒有趣味的。但是假使說在电振动与鐘擺运动以及其他一切週期 
現象之間有一种相应于一种深刻实在的密切关系;而这种关系，这 
种相似性，或可說这种平行性連在細節之处都有;或者說它也許是 
較普遍的原理的后果，卽能量原理与極小作用原理的后果;这却是 
我們可以肯定的；这都是永久存在的同一个具理，那怕我們認为有 
必要把它奇形怪狀地改裝。 

关于色散問題，人們已提出过許多的理論;起先的是不完善的， 
而且只含有一小部分的眞理。后來就有 亥尔莫慈 （ Helmholtz ) 的 
理論;其后人們又把它用各种不同的方法來加以修改，連茎氏自己 
也曾根据查氏的原理，創立一說。然而可奇的事，就是这些在茎氏 
以后的学者，各由表面上大为分歧的起点，都獲到同样的方程式。 
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我敢說这些理論一齐都是眞实的，这不僅因为它們能使我們預測 
到同样的現象，幷且因为它們都能顯示一种眞实的关系，卽吸收作 
用与反常色散現象的眞实关系。在这些理論的前提中，眞实的事 
物是所有作者所共有的;这就是关于某物与某物間的关系之肯定， 
至于物的名称則随作者而异。 

气体运动理論已惹起了不少的反駁，人們若在那里面自命看 
到絕对眞理，那就难于答复了。但这些反駁仍不妨碍那理論曾經 
是有益的，尤其是曾經使我們發觉了一种眞的关系，卽气体压力与 
滲透力的关系，倘若沒有这理論,我們便不会知道了。在这个意义 
上，人們可說它是眞实的。 

当一位物理家發覚兩个相反而同样可貴的理論时，他有时会 
說: 我們不必顧慮那个，虽然我們看不見这条鏈子的中間圈环，我 
們且緊撞住其兩端。这位窘着的神学家的論据將很可笑，如果按 
照普通人的見解來說明物理的理論。当遇到矛盾的时候，則至少 
其中必有一理論是应該看作是錯誤的。倘若人們只为了尋求应該 
尋求的东西，那就不然了。也許每个理論所表达的都是眞实的关 
系,而其矛盾之处只在于我們用以穿着实在的影像。 

对于覚得我們太限制学者研究范圍的人，我將 答道: 我們所禁 
止你們討論而你們有遺慽的这些問題不但是不可解决的，且是幻 
想而毫無意义的。 

有的哲学家以为全部物理学都可用原子的相互碰撟的道理來 
說明。倘若他只要說在物理諸現象中，和在大数彈子的相擂中，有 
同样的关系，那再好沒有了，这是可以核驗的，这也許是眞实的。但 
他还要說另有-点意义;我們相信是懂得他的，因为他們相信是知 
道何为碰撺的本身；何則？簡單地为的是我們常常看过比賽彈子 
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遊戲。我們能否相信上帝看他的造化时，和我們看比赛彈子有同 
一的烕想呢？倘若我們不願意对他的断語加以这种奇怪的意义， 
倘若我們又不頓意我剛才所說明的且是好的那种狹义，那末这个 
断語便奄無意义了。 

可見这一类的假設只有比喻的意义。学者对自己不当禁用它, 
正如詩人自己不禁比喩;但要知道庀們的价値。为了滿足理智，12 
們可能是有用的，而只要它們只是無关的假設,那就無害了。 

这一番的討論，可以解答何以已被人們認为抛棄了的且为实 
驗最后推翻了的某些理論竟驟然能死灰复燃重得新生。这是因为 
它們曾表达过眞实的关系；且当为了这个理由或那个理由我們曾 
經相信应該用別的言語表达同一的关系之时，那些理論一直是这 
样做过的。这样它們曾經保持了一种谮伏的生命。 


在不滿15年前，那里还有比庫倫 ( Coulomb ) 所想出的液体 


再樸素而可笑的东西呢？但今天它又以电子的名义出現了。然則 

鲁 鲁 

这些永久荷电的分子与_的荷电分子，又有何区別？当然在那 
些电子中那电荷诙賴一点物質作支撑，但这却是很微少的;換言之， 
它們有一質量（至今还有人反駁这話）；然而庫偸不是不給他的液 
体以質量;或者假使他不給与的話，这还是他引为遺 慽的。 至于說 
那电子之信仰不会再受腐蝕,这却是胆大的肯定;我們發覚这种意 
外的复兴，也是奇怪的事。 

然而最可注意的例子，就是高罗 （ Carnot ) 原理。産氏以錯誤 


的假設为起点建立了这原理;当我們知道热不是不可燦滅的，而是 
能轉变成工作的，就完全抛棄了他的覌念; 其后， 屯昝秀士 从事于 
此，才得最后之勝利。高氏原理在它的原始的形式下所表达的除 


了輿实的关系之外，还有不正确的关系，而这是旧思想之殘佘 ； m 
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是这些后 者的参 加幷不改变另一些的眞实。室氏只要撇开了它 

們，有如修剪枯枝一般。 

， 

其結果便是热力学的第二基本定律。这总是那些相同的关系; 
虽然这些关系至少在表面上，不再是在相同的事物間存在了。这 
对于保存那原理的价 値已經 够了。幷且連高氏推理幷不因此而消 

■ I _ ■ 

滅；这些推理又曾經适合于染有錯誤的問題；但是它們的形式（卽 
其主要者）仍是正确的。 

我剛才所說的，可以同时顯明普遍原理的作用，例如極小作用 
原理或能量守恒原理的作用。 

这些原理有一極高的价値；这是人們在許多物理定律的陈述 
中尋求共同点时才得到的;所以它們代表着無数的規察的精髓。 

但是，由它們的普遍性產生一个后果，这是我在第八章已提起 
了注意的，这就是屯們不再能不被核驗了。我們旣不能給与能量 

以一个普遍的定义，能的守恒原理的意义只是說其中有些东西是 

• • * * 

不变的常数而已。所以無論將來实驗給我們什么世界的新槪念， 
我們事先就确信其中必宠有些东西是常定的，而我們名之曰能。 

这样是不是說那原理毫無意义而化为一种重复語了呢？絕对 
不是的，它的意义是說凡我們所称为能的那些东西，都互相有一种 
興正親屬的联絡；宅肯定在它們之間有一实在的关系。但是如果 
这个原理有一个意义，这也許是錯的;也許我們無权去無窮地推廣 
它的应用，但就字的嚴格意思講來事先就保証它是可核驗的;然則 
我們怎能知道它在何时达到人們所能合法地給与它的一切推廣 
呢？这簡單地就是要等它对我們不再有用之时才行，有用就是說 
不遺誤我們而能使我們预測新的現象。在这种 it 形之下我們將可 
确信那肯定的关系不再是实在的了；否則，它將是很丰富的；实驗 
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不必直接与原理的一种新推廣有所矛盾，但也会把它推翻的。 

物理学与力学——大半理論家对于借用力学或动力学的解釋 
常有一种偏爱。有些人只要能够把一切現象用按某定律相互吸引 
的分子运动來說明，就心滿意足。有些人就要求更大，他們想取消 
那种超距的吸引力;于是他們的分子的路徑是直綫的，非得受了冲 
击不会曲折。还有別的人，例如赫慈,他們取消那些力，但假定分 

子間有一种几何的联系，有如我們的关節系統;这样他們想把动力 
学变成一种运动学 ( cin & matique ) 。 

一句話，大家想把那自然界折成某种形式，除了这种形式以外, 
他們的理智是不会滿意的。那自然界对这事是否够柔軟呢？ 

我們在第十二章中談 麥克斯韋 理論时，將再討論这个問題。凡 
是能量守恒原理与極小作用原理滿足的时候，我們就可見其中不 
但总有一个力学的解釋的可能，幷且可能有無窮的可能。利賴了 
戈立克思 ( Konigs ) 先生一条很著名的关于关節系統 （ sy—mes 
articulfe ) 的定理，我們可以証明能以無窮的方式，用赫慈式的联系 
或用向心力來解釋一切。人們当然也容易証明用簡單的碰撞总可 
解釋一切。 

为此，自然应該不以通常的物質为自滿，不以我們感官所接触 
到的而其动作为我們所直接覌察的那种物質为自滿。或者人們可 
假定这个通常的物質是許多原子構成，而这些原子的內部动作不 
能讓我們知道，僅整体的移动为我們烕官所能知道的。或者人們 

可幻想一些微妙的流体，叫它們以太也好，或別的名称也好，它們 

• « 

在物理学的理論中,歷來曾占一極重要的位置。 

往往人們更進一步,把以太看成唯一的原始物質，甚至唯一的 
輿正物質。最持平的人把普通物質認为凝結的以太，这是毫無可 
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怪的;然而还有人更戚輕它的作用，而只看做以太的奇点的几何軌 

跡。例如凱尔文 (Lord Kelvin ) 以为我們所認为物質的不过是以 

- • • 

太受有旋渦运动的地点而已;在黎曼 ( Riemann ) 看起來，这是以 
太常被消滅的地点;在比較最近的理論家，如魏舍 ( Wiechert ) 或 
劳莫 ( Larmor ) 看起來，这是以太受了一种非常特 別的扭 轉的地 
点。假使我們站在上面諸家的立場之一上面，我就要問人們有何 
权柄把在不过是假物質的通常物質上所覌察到的力学特性推廣到 
以太上,而藉口以太是與正物質。 

当我們 [ i 知道热不是不可破坏的时候，就把古代的流体，热素, 
电等說一槪抛去。然而这事还有別的理由。当我們把这些东西認 
为物質化时可以說就是着重了屯們的个性，我們不啻在屯們之間 
挖了一条深淵。等到人們对于自然界的統一性有了較深切的感覚, 
又看明所有联絡各部分的密切关系，这个深淵就要塡塞了。当古 
代的物理学家增加了許多种的流体，不但創造一些不必要的东西, 
幷且把眞正的联系也割断了。 

凡一理論僅僅不肯定錯誤的关系是不够的，还要不遮蔽着眞 
正的关系才行 a 

至于我們的以太，实在有沒有呢？ 

人們知道以太的信仰从何而來。从远屋射來的光綫需歷程数 
年才到达我們眼上，而当它旣已不在那顆星上，又尙未來到地球的 
时候总得有一个寄托的地方，可以說总有一个物質的支撑东西。 

我們可把同样的覌念更数学化地且更抽象地表达。我們所覌 
察得的,是物質的分子所受到的变化;例如我們看見那照片上所受 
到現象的后果 ，实卽 來于数年前那星球的焰燒。但是在普通的力 
学中,某系統之情态僅依存于其最近的先前情态;所以这系統滿足 
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微分方程式。反之，倘若我們不相信以太，則物質的宇宙狀态不但 
依存于最近的先前狀态，且亦依存于旣往已久的狀态;于是这系統 
將滿足有限差的微分方程式。这是为要避免与力学的普遍定律相 
抵触之故,我們才發明了以太。 

而这不过是迫使我們用以太來塡滿星球間的眞空，但不是把 
以太滲入物質本身的中間去。费左 ( Fizeaii ) 的实驗更進一步。用 
穿过流水或空气的光綫的干涉。費左的实驗似乎指示我們有互相 
滲透但相互移动的二种不同的媒質。人們竟如親歷其境地相信以 
太。 

然而我們还可以想出一些使我們对于以太的烕覚更为密切的 
試驗。假洚牛頓原理，卽主动作用与反动作用相等性，如应用在 f 
独的物質上就不确实，幷且假定这是剛才我們所發覚的。千是加 

奉 

在一切物質分子上的力的几何的总和就非零了。如果我們不願改 
变全部力学，那就应該把以太加入，使得那物質似乎受到的作用被 
那物質对于某物所發的反作用所抵涫。 

又或我假定人們認識光与电的現象都受地球运动的影响。人 
們就要來結論这些現象不但可以吿訴我們物質体的相对运动，幷 
且可以使我們知道那些似乎眞实的絕对运动。这还是应該有以太， 
使得这些自命的絕对运动不是对着虛空的空間移动，而是对着具 
体的一种东西的移动。 

这是人們永不会來到的嗎？我沒有这个希望，稍迟我將說出 
理由來，但这种希望不是太荒謬的，因为別人曾經有过。 

例如， 罗倫慈 ( Lorentz ) 的理論(这是我在第十三章中要仔細 

說的），倘是眞实的，則生墮洚律將不适用于亨孕的物質，而其差別 
不难由实驗看出來。 • 
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另方面，人們对于地球运动的影响曾經做过很多的探討，結果 
总是否定的;然而我們所以从事这些实驗，正因我們事前对 沱就無 
把握，幷且卽照一些盛行的理論补偿也許不过是近似的，而人們也 
許要等待精密的方法來給与肯定的結果。 

我相信这样一个希望是虛幻的；而指出这种的成功將不啻啓 
示另一个新世界倒是令人稀奇的事。 

現在讓我插几句別的話;事实上，我当說明，虽然有 罗倫慈 的 
学說，何以我不相信更精密的覌察永不会顯明除了物質体間相对 
位移以外的东西。人們曾做过許多的实驗，以为它可以揭發第一 
級的数項；然而結果是否定的。这能是偶然的事么？这是沒有人 
承認过的;人們曾經尋找普遍的解釋，而 罗倫慈 找到了 ;他指明了 
第一級的数項自当消去的，而第二級的数項則不然。于是人們作 
了更精密的实驗，結果:也是否定的。这也不是偶然的事，这是要解 
釋的;这人們也找到了，人們总是可以找到的;假設，这是最不缺少 
的基金。 

然而这还不够；誰不覚得这还是把偶然的地位抬得太高了？ 
靛有某种情況恰巧消去这些第一級数項，又有某种大为不同，但也 
投机的別种情 況， 能消去第二級数項，那么这种造成这些情呪的奇 
异的协作不也是偶然之事嗎？不然;我們对于这兩种，应当找出同 
一的解釋，于是自然使我們联想到这个解釋也必适合于更髙級的 
数項，而这些数項的相互补偿將是嚴密而絕对的了。 

科学的近狀——在物理学發展史中，人們可以分出兩种相反 
的趋势。一方面，在有些似乎应当永远分开的对象之間，可以随时 
發現新的关系;散乱的事实就不再各不相干了；它們有整理成为一 
种强大的綜合的傾向。科学走向統一和簡明的道路。 
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另方面，覌察使我們天天知道許多新的現象;不过它們要長夕 
等待着才熊在科学中占个位置，而有时为要給它們一个位置，人們 
势必把整个建筑拆去一角。在那些已知道的現象本身中我們粗陋 
的威官原來使我們看到的是均勻，而往后我們就天天察見其中更 
多变化的細節;我們初以为簡單的又变为复雜了，而科学似乎走向 
变化与复雜的道路。 

这兩种相反的趋勢，有时此勝，有时彼勝，究 ft 結果是誰勝呢？ 
倘若这是第一种勝了，則科学是可能的；然而这不能先驗地証实， 

傷 « 

幷且人們可以考慮到虽然經过了徒然的费力想把那自然界勉强归 
入我們的統一的理想，伹因我們的新發現日積 月累， 我們恐終于不 
勝其繁放棄了分类，抛棄了我們的理想，而把科学变为無数方術的 
記錄。 

对于这問題，我們不能回答。我們所能做的，乃是覌察今日的 
科学,而用它來比較昨日的科学。从这种考察，我們当然能够引出 
一些推測。 

半世紀前，人們曾經抱有極大的希望。自从能量守恒原理及 
其各种变化發現后 3 我們才知道力之統一性。这样热之現象可用 
分子运动解釋。至于这些运动的性質，那时人們尙未十分确知;然 
而人們曾相信不久就可以知道了。关于光的問題，工作可說已完 
成了。至于电学則進步尙少。电学正与磁学联合起來。这是走向 
統一之路的一大步，这是最后的一步。然而电学本身怎样也將進 
入于普遍的統一，它將怎样幷入万有的机構里，人們却还一点未想 
到过。但这种幷縮之可能性，是誰也未怀疑过的，人們确曾有此信 
仰。最后，关于物質体的分子特性，則幷縮更似容易;但一切細節 
那时还在模糊中。 一 句話，过去希望是廣大的，热烈的，但它却是 


第十窣近代物理学之理論 


123 


空洞的。 

时至今日我們看見什么？ 

首先是第一个進步，長足的進步。光与电之关系現在是知道 
了；从前分开的光，电，磁，三个范圍現在合成一个了；而这种联合 
似乎已成定局。 

然而得到这种的勝利，我們也着实有所牺牲。光学現象归入 
电学現象而成为一种 特例； 只要它們在孤立的时候，这是容易用人 
們自信为知道細節的运动來解釋的，而这是極順利的;但是現在一 
种解釋如要可行，应当推之于全部的电学而适合。但这却不是容 
易做的。 

我們所最滿意的，就是我們要在最后一章說到的 罗倫慈 理論, 
它用小的荷电体之运动說明电流；这当然是一种將已知的事实說 
得最透徹的理論，是一种把最多数的眞实关系顯明出來的理論，是 
一种人們在最后的建筑中所能找到得最多遺跡的理論。然而它还 
有我上面已指明的大 缺点; 它反对牛頓定律，卽主作用与反作用之 
相等性定律;或者在 罗倫慈 的看法，这原理是不能应用到單独的物 
質上的;要它成为貭实的，那就应該計及那以太对于物質的作用， 
以及物質对于以太的反作用。但除非有新局面，好僳事情的經过 
不是这样的。 

虽然，因靠着 罗倫慈 ，那費左关于运动物体的光学研究的結 
果，正常色散与反常色散以及吸光諸定律，才互有联系，幷与以太 
的其他特性联系，而这联系苒也不会断的了。試看齐門 ( Zeeman ) 
的新現象一來就很容易得到一个地位，幷且它鼋能帮妨 法拉第 
( Faraday ) 破轉現象之分类，这是 麥克斯韋 費了許多工夫所沒有 
成功的；这样的容易，足以証明罗倫慈的理論幷非一种預定消滅 
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的人为結合物。大約我們应当修改它，但不应消滅它。 

然而 罗倫慈 的奢望，只是把运动物体的光学和电动力学結合 
起來;他幷不想給它一种力学的解釋。劳莫更進一步，他保守罗氏 
理論的精髓，而于其中加入麥 克古拉 ( MacCullagh ) 对于以太运动 
的方向的規念，这可說有如接樹一般。他以为以太的速度与磁力 
有同一的方向和同一的数量。所以这个速度是我們所知道的，因 
为磁力是可以实驗的。这种尝試無論如何巧妙，曼氏的理論之缺 
点还是存在，幷且加深了。主作用不等于反作用。依照呈氏，我們 
不知何为以太的运动;但由于这种無知，我們可以假定它在抵消了 
物質的运动中又恢复主作用与反作用的相等性。依照劳莫，我們 
知道以太的运动，而我們可以發覚这种抵消是沒有的。 

如果照我的意思劳莫是失敗了，这是否說力学的解釋就不可 
能呢?大为不然。我在上面已說过，凡現象一服从能量与極小作用 
兩原理，就有無窮的力学解釋;所以光与电的現象也是如此。 

然而这还不够，要使一个力学的解釋是好的，那它就要簡明; 
而且为在一切可能的解釋中选擇，我們除为了选擇的必要性之外， 
还要有別的原因。然而合乎这种条件因而有点用处的理論，我們 
却还沒有咧。我們应不应該埋怨呢？果眞这样，那就不啻忘記了 
我們追求的目的物了，我們的目的不是其中的机構，而輿实和唯一 
的目的就是統一。 

所以我們应節制我們的奢望;不必去想什么力学的解釋;我們 
限于指出假使我們願意的話，我們总可找到一种解釋吧。对于这 
点我們已有成就;能量守恒原理，至今总是証实的；此外还加上第 
二原理，卽極小作用原理，这原理已有合乎物理学的形式。它也是 
常常証实了的，这至少是芙于那服从拉格朗日方程式 （equations 
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de Lagrange ) 卽服从力学中最普遍的定律的可逆現象。 

至于不可逆現象，就更不順手了。然而$們还是有秩序而漸 
趋于統一的；这全靠高楼原理來照明它們。热力学从事于物体之 

t 

膨脹及其变态的研究已很久了。近來它变成胆大起來而擴張其范 
圍。凡电池理論，热电現象之理論，都当归功于它；它在物理学中 
無处不有所开拓，且它对于化学也有所鑽研。处处流行同一的定 
律;处处在不同的表面下，我們找到高楼原理;处处也碰到这个熵 
( entropie ) 之不可思議的柚象槪念，这个槪念与能的槪念有同等 
的普遍性，而且也似乎同沱一样遮盖着一种实在。輻射热現象从 
前似乎不能用热力学來說明；然而新近我們已見到它归于同一的 
定律下了。 

从此我們又發覚了許多新的相似点，以至于細節地方也有相 
似;欧姆的电阻有似液体的粘滯性;磁化滯后現象 ( l ’ hyst &^ is ) 倒 
像固体的摩擦。在任何情形中，摩擦似乎是各种不同的不可逆現 
象之模型，而这种親屬关系是实在而深远的。 

人們也曾找过这些現象的一种純粹力学的解釋。这是不容易 
找的。要找到它們就得假笼那种不可逆現象不过是表面的，而基本 
現象是可逆的，幷且服从动力学已知的定律。然而基本的东西甚 
炎且漸相混合，所以在我們粗陋的眼光看來,似乎都是傾向均勻的， 
就是說都向同一的方向前進，沒有回头的希望。因此表面的不可逆 
現象只不过是大数定律的效果。唯有一种烕官是無窮的灵敏的生 
物，有如 麥克斯韋 理想的魇鬼，可能解开这束乱絲，而引世界后退。 

为了这个有关于气体运动之理論的槪念却費了極大的力，而 
总还是不大丰富的；但它將來可以成为丰富的。这里不是要審查 
它会不会引起矛盾來，和是否合乎事物的眞正性質。 
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虽然，我們且把 顧衣 ( Gouy ) 先生对于 布朗 运动 (mouvement 
brownien ) 的新奇的覌念說一說。照这个学者的說法，这个奇异 
的运动不合乎高楼原理。那些他使它震动的分子就比那很緊密的 
乱絲網孔还細小;所 以屯們 有可能去分解这乱絲，而因此能使世界 
逆行。我們將以为这是 麥克斯韋 的魇鬼在作怪呢。 

綜而言之，旧时已知的現象分类得逐漸好了;但新的現象也來 
要它們的位置;其中大半，窄如_現象，一來就得到了。 

然而我們还有陰極射綫 ，射綫 ，鈾和鐳的射綫。这里別有一 
世界，是誰也沒有想到过的。因此正不知还要安插多少不速之客 
哩！ 

現在誰也不能預料 U 們將有何等的位置。但是我不相信它們 
要消滅这普遍的統一，我还是相信它們將有补足这統一。事实上， 
一方面新的射綫似与發光現象 ( luminescence ) 相关連；它們不特 
可以激發熒光現象 ( fluorescence ) ，幷且有时它們發生的情形与它 
相同。 

它們与那受紫外光激起火花的原因也不是沒有親屬关系的。 

最后，而最重要的，人們相信在这些現象中找到一种活动的眞 
正电离子，其速度之强大比在电解液中的实在有天壤之別。 

这些都是很空泛的，但將來都会明确的。 

燐光現象，光对于电花的作用，这些都曾經是較为偏僻的領 
域，因此曾被学者所偏棄。現在人們可希望去造一条新路綫，使它 
們与普遍科学的交通更加便利。 

不但我們將發現新的現象，且在我們曾信为知道的現象中，又 
顯露意外的景象 3 在自由的以太中 ，一 切定律都保存它們庄嚴的 
簡明性;但眞正的物質似乎漸形复雜；凡是人們对它所說的，永远 
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不过是近似的，而时时刻刻我們的公式需要新的数項。 

虽然，那些框子幷未折断;在我們曾信为簡明的对象中所存在 
的那些为我們 E 經認識的关系，当我們知道屯們的复雜性时，还是 
在这些同一的对象中存在着，而要緊的只是这事。我們的方程式 
愈形繁复，使得与自然界的繁复愈加接近，这是实在的；但关于相 
互推導这些方程式的关系式却絲毫沒有变易。 一 句話，就是这些 
方程式的形式还是支持着。 

我們就以 弗勒納尔 ( Fresnel ) 关于反射定律作例罢，弗氏曾用 
一个簡明而引人的理論來建立的，且似乎得着实驗上証实的 c 此 
后，更精确的研究已經肯定这种的証实不过是近似的而已;它們处 
处表示有橢圓偏振現象。然而利賴了第一次近似理論，人們曾馬 
上找到这种反常現象的原因，这就是其中有一通过層;而座氏理論 
的精髓照常存在。 

不过人們不得不有一种 迴想： 就是如果人們起初就怀疑这些 
关系所联系的对象的复雜性，則一切这些的关系將依然不会被發 
現的了。久已有人說•.如果狄哥有十倍精确的天文仪器，則永不会 
有 凱普勒 ， 牛頓 和天文学。一种科学產生得太迟，而覌察的方法已 
太完善，就是一件不幸之事。今日的物理化学就是如此;它的創立 
者在他們的展望中往往被阻于第三位和第四位小数;所幸的,这些 
人都有一种坚强的信仰。 

当人們对于物質的特性逐漸弄明白时，就看見其中有一种連 
續性 。自 从 安得來斯 ( Andrews ) 与 王德耳％耳斯 (Van del Wals ) 

的研究結果發表之后，人們才明白了液体变成气体的經过情况，幷 
且知道这种过程不是驟然的。同样在液体与固体兩种狀态之間， 
也沒有什么深淵，又在新近的一个会議中我們同时見到了关于液 
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体剛性和关于固体流动的論文。 

在这种趋势之下，簡明性的丧失是無疑的;某种現象从前是用 
許多直綫表 示的: 要用或多或少复雜的曲綫把这些直綫連合起來。 
在另一方面，这里面統一性却比較好了。这些范疇分淸之后，使人 
們的精神能得安息，但它們还是不足以使人滿足。 

最后，物理的方法已經擴張到一个新的領域內，此卽化学；物 

理化学因此產生。这門学問現在还在幼稚时代，然而它已能使我 
們把許多現象联系起來， 例如： 电解、滲透作用以及电离子运动。 

从这样短促的叙述中，我們得到什么結論呢？ 

統而言之，我們已是近于統一了，人們所取的步驟，幷未如五 
十年前所希望的那般迅速，我們沒有取預定的路徑；然而，最后人 
們却开拓了許多地域。 


第十一章槪率計算 

在这个地方，忽然來說槪率計算，我想人們一定是 S 异的。它 
与物理科学的方法又有何关呢？ 

但是我所要举出而不去解决的問題，自然是对研究物理的哲 
学家所要提出討論的。 

为了这个覌点，所以在前二章中，我常常用过槪率和偶然这些 
字眼。我上面曾經說过 :“一 切預見的事实只是大槪的。 一 种預見 
無論如何穩固，我們决不能絕对确信它不致被实驗所推翻。然而 
这槪率往往是很大的，以致我們在实用上能够滿意。” 

其后我又 說过： 

“我們且看那簡明之信仰，在我們的推廣理論中，有何作用。在 
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許多特例中，我們曾將簡明的定律核驗，而我們对于这样一再重見 
的巧合，决不承認是一种偶然的事。” 

所以在許多情呪中，物理家的地位有如賭博者，只盼望幸运。 
凡是他們用归納法推理的时候，他們多少有意識地用槪率來計算。 

因此我不得不插入一句詰，而打断我們的物理科学方法之討 
論，來詳細考察这种計算的价値和屯値得信任的程度。 

單看槪率計算这个名詞已屬謬語，大槪是确实的反面，是人們 
所不知道的，旣是不知道的，又如何去計算呢？但是許多高明的学 
者却已經从事过这种計算，而我們决不能否認科学已从此中獲得 
若干益处的。这表面上的矛盾，怎样解釋呢？ 

槪率这个名詞已有人下过定义否？到底它可不可定义呢？假 
使不能的話，那么我們怎敢去用它推理呢？人們將說，这个定义是 
很簡 單的： 一 件事情的槪率卽对此事順利發生情形的数目与其可 
能發生情形的总数之比率。 

試举一簡例，便可見这定义之不完全了。我試擲二骰;为要二 
枚中至少有一个顯出六点的槪率是 若干？ 每般可顯出六种不同的 
点： 可能情形之数为 6 X 6-86, 順利情形之数为11;槪率为 g 。 

这个答案是不錯的。然而我豈不 可說： 兩骰所顯出的点子可 

v 7 

成不同的組合？在这些組合中，6个是順利的;槪率为 



何以計算可能情形的第一式要比第二式合法呢？無論如何, 
这不是我們的定义可吿訴我們的。 

所以我們只好补充这定义，在“……与其可能發生情形的总数 
之比率”一句下增加一 句: “只要这些情形是同样大槪的”。这样我 
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們变成用大槪來規定大槪了。 

我們怎样知道兩件可能的情狀是同样的大槪呢？这难道是根 
据一种公約嗎？我們如果在每一問題之起首用一种表明的公約， 
那就一切順利，我們只要应用算術与代数的規則就可以一 [fit 算到 
底，所得的結果，不致有怀疑的余地；但是一到我們要稍稍应用它 
的时候，則我們必須証明这个公約是合法的，于是我們又將遇到我 
們以为已經巧避的困难了。 

会有人說，用我們的常識就可以知道須做何种公約么？唉！亘 
邊 ( M . Bertrand ) 先生曾經为了好玩而演算一簡明的 題目： “如要 
在一圓周中作一弦比內接正三角形之边为長，則其槪率为何?”这 
位箸名几何学家曾诙次用兩个都合乎常識的公約，于是得了兩个 

不同的 結果，一为|，一为 I 。 

由此以覌，則槪率計算簡直是一种空虛的科学，我們再也不可 
相信这种不淸不楚的本能，所謂常識，而我們从前还要借以糾正我 
們的公約哩。 

然而对于这种結論，我們也不能贊同。这种不淸不楚的本能是 
我們所不可少的;沒有它則科学將为不可能，沒有它我們將旣不能 
發現定律 ，又不 能应用定律。譬如，我們可以陈述牛頓定律嗎?这 
是無疑的，因为有許多的覌察都能与它符合;但这里不是偶然性的 
簡單效果么？况且我們虽然知道这宠律許多世紀以來已眞了，又怎 
么知道它明年还是眞的呢？对于这个疑問你一点也不会回答，除 
非 說广这 个槪率是很小的”。 

但我們姑且承認这定律吧;靠着它，我想能够計算一年后木屋 
之所在。然而我有这权嗎？誰敢說一个帶着極大速度的極大的物 
質就不会走近太陽系范圍而發生一种不可預見的擾乱呢？講到此 
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地，又是無可间答了，除非說:“这个槪率是很小的”。 

照这一看，所有科学不过是一种無意識的槪率計算之应用；所 
以破坏这种計算不箭破坏整个科学。 

在有些科学問題中，要引用槪率計算是比較顯然的，对这些問 
題我不預备多說了。第一譬如在內插法中已知一函数之一些値， 
人們要去猜夺其中間的値。 

我还要举个例：卽那著名的規察誤差理論，这是我以后还要談 
及的，气体运动理論，这个知名的假設是假定某一气体分子可运行 
極复雜的軌道，但因大数的效果，故唯一可規察的平均現象服从簡 
明的定律，卽 馬略特 与 盖呂薩克 ( Gay - Lussac ) 定律 0 

所有这些理論都是根据大数定律而來，所以槪率計算顯然会 
打倒它們的。它們确是 R 有一种特別的利益，而除了关于內插法 
外，这都是些牺牲，对于这些牺牲人們是可以忍受的。 

但是我上面已經說过，这还不僅是这些部分的牺牲有关，而是 

关于整个科学的合法性將發生疑問了。 ， 

我知道有人一宠要說： 5 ‘我們是無知者，但我們应該行动。为 
要行动，就無暇去做詳密調查的功夫，來解除我們的無知;况且，这 
样的調查，要花費無窮的时間才行。所以我們在未知前就应該决 
定，我們要靠运气而行事，而且按照規則，但也不必信之太甚。我 
所知道的幷不是說某事是眞的，不过在我認为最好的办法，还是当 
它是眞的做去”。然則槪率計算，因而科学只有实用的价値了。 

不幸 困难不 是这样可以打消的。今設有一賭博者要下手，他 
請我指敎。如果我答应了他，則我將根据槪率計算，但我不能担保 

他成功。这就是我所謂 丰枣哼 嚀,。关于这一層，人們或可滿意 
我剛才所說的。但我假定有一旁覌者專記每局的結果，而且这賭 
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博的时間又很長；則末了看他的記錄之时，結果必合乎槪率計算， 

这就是我所謂客覌的槪率，而正是这个現象有待解#的。 

« • « • « 

現在有許多保險公司应用槪率計算，且他們能分配于股东以 
紅利，这紅利的客覌实在性，是無可非議的。拿我們的無知与行动 
的需要來解釋这事，这是不够的。 

所以絕对怀疑是不能成立的；我們应当謹愼，但我們不能作籠/ 
統的攻击， 一 宠要經 一 " 番討論才行。 

一 、槪率問題之分类——关于槪率的問題之分类，我們可有好 

几种看法，第一根据普遍性。在上面我已 說过： 槪率者，乃順利情 

• • • • • 

形之数与可能情形之数之比。因为沒有較妥的名詞，我所命名的 
普遍，將与可能情形之数幷進。此数可以是有限的;例如一局骰子 
之可能情形的数为三十六。这是第一級的普遍性。 

但是，譬如我們問在圓周內之一点能在此圓的內接正方形中 
的槪率如何，則圓中有多少点便有多少可能情形，意卽有無窮数。 
这是第二級的普遍性。普遍性还可加以 癀張: 我們可以問，如欲某 
函数滿足某一給定条件，則此槪率老何;于是我們能想出多少不同 
的函数就有多少可能的情形。这是第三級的普遍性，譬如，当我們 

根据有限数的覌察而猜想槪率最大的定律之时，我們就升上这級 
了。 

我們可站在完全不同的覌点。如果我們不是無知，那就沒有 
槪率，而只有讓位于确定了；但是我們的無知不能是絕对的，否貝 〖I 
也將沒有槪率了，因为就是要达到这种不确定的科学，还得要借点 
光明才行。所以槪率問題可視此种無知程度之深淺而分类。 

在数学中，已經可提出槪率問題。如在对数表中任意找一对 
数之第五位小数为9时，此槪率若何？我們一定不迟疑地答道，这 
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是&。此地我們 ft 有此題所应有之数据；我們不用表就可計算对 
数;但我們不願费这 种力。 这就是第一級的無知。 

在物理学中，我們的無知是 si 大了。一系統在某时之情态依 
存于 二事： 它的初时情态和这情态变化定律。这兩祥事情我們如 
果都知道了，我們將 只剩数 学問題待解决，而我們又將落在第一級 
的不知上面了。 

但人們往往知道定律，而不知初时情态。譬如有人問現在小 
行愿之分布如何;我們知道自古以來它們是受 凱普勒 定律支配的， 
但我們不知道它們在初时分布如何。 

在气体运动中，人們假定气体的分子走直綫軌道，幷且服从兩 
彈性物体碰提定律;但因不知道它們的初时速度，故其現在速度亦 
無从得知。 

唯独槪率計算可以預測平均現象，而來于这些速度所組成。这 
是第二級的無知。 

最后，不但初时的条件，幷且定律本身，都可能不知;于是人們 
到达第三級的不知，而一般我們对于一現象的槪率再也不能有絲 
毫的肯定了。 

往往人們不是根据多少不完全的定律知識以預測一事端，而 
是先知事端，再猜惻其定律；不是由因求果，而是由果求因。这叫 

作原因之槪率問題，这些問題对于科学上之应用要算最有趣的了。 

« • • • • 

今如我和一位我知道他極誠实的人玩紙牌遊戲 (jeu d ^ car - 
t 6)， 他將出牌，当他翻出的牌是王，則此槪率如何？这是这是 
效果槪率問題。我和一位不相熟的人作同样的遊戲，他翻了 10次 
牌，其中6次是王；假使我的遊伴是騙子，則此槪率又將如何？这 
是原因槪率問題。 
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我們可說这是实驗方法的主荽問題。我已覌察得$的竹个 
値，和沒所有相应的各値；我已發覚后者与前者之比顯然为常数。 
这就是一件事端，試問其原因何在？ 

这大槪是不是一种普遍的定律，根据这定律2/与$成正比例， 
而其中小小的差別是由于覌察之錯誤？这是我們研究科学时不断 
地提出的一种問題，而是人們在研究科学时不知不覚地解决了。 

我現在且把这些不同类的問題提出討論，我先討論主覌的槪 
率，次討論客覌的槪率，这些都是我上面定过的名詞。 

二、在数学科学中的槪率——自 1883 年以來，圓求方間題之 
不可能是已經証明的了；但在这很久以前許多几何家以为这个不 
可能性实在是十分“大槪的”，所以科学院不經審查就丟棄那些可 
憐的瘋子每年送去的論文，呵，那些論文眞是太多了。 

試問学院做錯了嗎？自然不是，因为它知道这样做幷不会埋 
沒一种眞正的發現。它当时虽未能自辯；但它深知道它的本能决 
不会欺騙它的。如果你要問这学院里的院士，他們一定答道 ：“我 
們曾比較，兽一位無名的学者能解决久想解决而未果的問題之槪 
率为大，还是地球上又多了一个瘋子的槪率为大;我們覚得这后者 
的槪率似乎較大。”这是很好的理由，但毫無数学的性質，这純粹 
是心理的。 

又如你再追間他一句，他又 將說： “你河以要一超越函数的特 
殊値为代数的数;又如 I 为某代数方程式之根，你何以要它是®数 
sin 的過期而同一方程式的其余的根則又不然呢?”总之，他們 
想^用一种在摄空泛形式 T 的充足 ffi 由律。 

然他們从中可得肴什么？頂多不过一个利用他們时 Bri 的規則， 
与其把时間用來看那种早为他們所不信任而枉費心血的書，不如 
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把时間用在普通的工作上为有益。但我上面所謂客覌的槪率与此 
第一題奄無关系。 

至于第二題則不然。 

例如我有一本对数表，在起首10,000对数中随意取一个要它 
的第三小数为偶数，則此槪率为何？你一定不迟疑地回答这是 
事实上，你如把表中这些10,000个数目的第三位小数一个个寫出 
來，你將一定見到偶数之数与奇数之数差不多相等。 

如果人們願意的話，現在把相应于10,000个对数的10,000数 

寫下來；如果对数的第三位小数为偶数，則每数为+1，反之則为 
-1。然后將这些10,000数平均。 

我將不迟疑 地說： 这10,000数的平均数大槪是零，幷且我如 
果实在去計算它,我將証驗这数0 —定是很小的。 

但这种核驗也是無益的。我本可証明这平均数小于0.003。为 
建立这个結果，那就要用很長的演算，此地篇幅是太小了，因此我 
只好引証我在1899年4月15号出版的“普通科学雜誌”內所登之 
一文供讀者参考。我所要使人注意的唯一点就是 :在这 演算中，我 
只需要二事为根据，卽对数的第一次導数与第二次導数在所考慮 
的間隔內，仍旧是包含在某定限中。 

由此得第一后果，卽此特性不僅对于对数为輿，且对于任何連 
續函数亦然，因为凡是連續函数的導数都是有限的。 

我所以能預先确知結果，第一，是因为我对別的函数已常常覌 
察过相似的事实;其次，因为我在内心里总做了些多少是無意識的 
而不完善的推理，这种推理曾引我到前面的不等式，有如一位演算 
的能手，他在未算完乘法以前,早已知道“大約若干”了。 

況且，我所謂我的直覚，旣 然只不 过是一种眞正推理的不完全 
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的視察，人們便可說明覌察何以会証实我的預見，又何以客覌的槪 
_与主覌的槪率会相符合。 

今再选下題作为第 三例： M 是一任意数， B 是一極大的給笼的 
整数；則的大槪値为何？这个題目本身是毫無意思的。如 

欲給它一个，就要一公約;我們試公認 u 介于 a 与 a + da 之間的槪 

• • * 


率是 q >( a ) da ; 因此槪率与無窮小的間隔之廣延成比例，而等于 
此廣延乘那僅依#于 a 的函数 (p(a ) 0 至于此函数我可任意擇定， 

但是必需假定它是連續的才行。 sin 之値在 w 增加 *2tt 吋旣不 

■ 

变，我就可以不去限制普遍性而假定 m 介于与 2 tt 之間，因此我 
就要假定 〆 a ) 是週期函数，其週期是 2 tt 。 

我們要找的大槪値可用單積分容易地表达，且很易証明这積 


分是小于# 



礼是 pO ) 的第 A 次導数的最大値。所以人們可見,如 第左次 

I 

導数是有限的，則我們的大槪値，当 ri 無限地增大时，將漸趋于 
零，且較^之趋于零为快。 

vt 

故《極大时 ， sin n w 的大槪値为零;为要規定此値，我曾求助 
于公約;但無論此公約如何，結果总是一样的。当我假定了函数 
( PW 是連續而週期的，我只受了很小的約束，且这些假設是这样自 
然,以致我們自問怎能避 免它。 


把前面各方面都很不同的三个例子審察了之后，我們一方面 

* 

已經窺見哲学家所謂充足理由律的作用何在，他方面，有些特性是 
为一切連續函数所公有的，这是件重要的事实。在物理科学中研 
究槪率將引致我們得到同一的結果。 


三、在物理学中的槪率——現在我們來到关于上面所說的第 
二級的無知的間題了；这就是那些人們知其定律而不知其系統初 
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时狀态的題目。我尽可多举些例子，伹我只要舉 一个： 在十二宮 
(zod iaque ) 上小行星現在大槪的分布如何？ 

我們相信它們是服从 凱伯勒 定律的;我們不变易此題之性質, 
甚至可假定它們的軌道都是圓的，都在同一平面，而为我們所知道 
的。反之，我們完全不知它們初时的分布如何。但是我們可不迟 
疑地肯定今日这种分布是均勻的。何故？ 

設办为一小行星在初时卽在零时之經度，設 a 为其平均运动; 
則其在現时，卽在 i 时之經度当为⑽+ &。如說現时之分布为均勻 
的，这就是說以 W + & 的倍数为角度的正弦和余弦之平均数为零。 
我們何以做此肯定？ 

試以平面上之一点代表每一小行星，卽此点之坐标适为 a 与 
b 0 这些表示点將包含于平面上某定范圍內，但点数旣多，这范圍 
便好像撒滿了点子一般。其实我們絲毫不知道它們的分布法。 

对于这种問題人們要应用槪率計算时，怎样做呢？如要一个 
或多数表示点是在平面中某定部分，此槪率为何？当我們無知的 
时候，我們只好作一任意的假設。为要使人明白此假設的性質，請 
讓我与其用数学的公式，不如用一粗淺而具体的形象來說。我們 
試想像在此平面上鋪有 一利* 幻想的物質,其密度是可变的，但是連 
續变动的。于是我們約定說，那些在平面上某部分的点子的大槪 
数目与那理想的物質之数量成比例。于是人們如有平面上兩相等 
的部分，則我們的小行星的表示点在此一部分或在彼一部分之槪 
率之比將等于此幻想物質之平均密度在此兩相应部分之比。 

所以这里有了兩种的分布，一种是眞的，其中表示点是很多的， 
很挤的，但有如在原子假設中物質的分子之分布，都是散离的； 一 
种是离开实际的，其中表示点是以幻想 的連績 物質代替的。我們 
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知道这后者不是实在的，但是我們的無知逼使我們去采 用它。 

我們如还有点关于表示点的实在的分布的覌念，則我們便可 
安排得，使在某定廣延的部分內此幻想的連續物質之密度大約可 
与表示点之数成比例，这些点可說就是包含在这范圍內的原子。其 
实这也是不可能的,而我們的無知 实在太 大了,以致我們势必任意 
揀一函数，以規定我們的幻想物質的密度。我們只受一种不可避 
免的假設之限制，我們假 定这函 数是連續的。 这祥 已足使我們得 
一結論，我們且看罢。 

在<时，那些小行星之大槪的分布如何？或者 ，在 6时，徑度正 
弦卽 sin ⑻ + Z >) 之大槪値为何？起初我們曾作一任意的公約，但我 
們如采用它，則此大槪値是完全定当了。今將平面划分为元面積。 
考慮 sin (初 +&) 在每元面積中心之値；將此値乘此元面積和幻想 
物質的相应的密度;然后再对所有元面積積分。照定义，这总合卽 
所求之大槪的平均値，它是用重積分表示的。 

人們或以为这平均数由函数 P 而定，这函数規定幻想物質的 
密度，而 P 旣是任意的，那么随着我們任意的选擇，我們將得任何 
的平均値。这却是絕对不然的。 

用一簡明的計算可以証明这重積分，当《增加时，却遞减得極 
速。 

因此，我不知道究竟对于初时的某种或某种的分布問題应該 
做什么假設才好;但是無論用何种假設，其結果总是一样的，就是 
这样我才解决了疑难。 

無論函数炉是什么，当 f 增加时，其平均値漸趋于零，且因那 
些小行星必已完成了極多次数之旋轉，所以我能肯定这卒均値必 
定很小 
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我可随意选擇心但是有一种 限制： 就是这函数应当是連續 
的；事实上，就主覌的槪率而論,如选了一种不連續的函数，未免不 
合理;例如我如假定初时的徑度正为0°，而不能在0°与1°之中， 
其理由何在？ 

但是如果就客覌的槪率而論，如果我們从理想的分布(那里理 
想的物質已假定为連續的）來到眞实的分布(那里我們的表示点有 
如散离的原子），則困难又生。 

sm(ai + 6) 之平均値簡直可用下式 表之： 

丄 2sin(a{ + &)， 

n 

其中 n 表示小行星之数。我們所有的已非一連續函数的重積 
分，而是断續的数項之和数。然而竟無人会興切地疑惑这平均値 
实在是極小的。 

此因我們的表示点旣極拥挤，我們这断續的数項之和数与積 
分相差一般也是很少的。 

一積分乃一些数項之和在数項增至無窮时所趋向之限値。如 
数項極多，則和数与其限値相差極少，卽与積分相差極少，而我关 
于積分所已說的話仍然适合于此和数。 

但也有例外，例如如果对于一切小行星： 

b=^~ — at 0 

在 t 时所有一切行星之經度將为晋，而平均値当然將等于1。 

为此，則在0时，所有小行星都应該放在一种特別形而緊密的螺旋 
綫上。大家將以为这种初时的分布是未必有的（就是假定它实現 
了，但在現世代，醬如1900年一月一日，其散布必不均勻，数年后 
才可均勻）。 
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然而我們为什么断定这初时的分布是未必有的呢？这是要解 ^ 

釋的，因为我們倘若沒有理由含去这个荒謬的設想，認为不确实， 

那就一切都会傾倒了，而我們再也不能絲毫肯定現时的某某分布 
的槪率是如何了。 

我們要援引的，仍是充足理由律，这是常常要固顧到的。我們 
可以假設行星初时分散得彷彿成一直綫；且亦可以假定行星不是 
盤齐的分布；但是我們覚得好僳無充足理由能使那產生它們而未 
知的原因去依着一条很整齐但很复雜的曲綫而动作，幷且好像特 
意选擇这曲綫而使得現在的分布是不均勻的。 

四、紅与黑——为那些偶然的遊戲所引起的問題，例如轉盤賭 
( rmilette )， 其实与我剛才所談的完全相似。 

譬如在圓面上分成極多的相等部分，幷塗以紅黑相間的二色； 

用力將指針旋轉，在經过很多数的圈子之后，它停在某分格。欲此 
分格为紅，則其槪率当然为|。 

今設栺針的旋轉角度为^且包含几个圓周;我如用力旋轉此 
針使它停在沒与沒+ W 之間，則不知槪率为何；但是，我可做一公 
約；假定此槪率为 〆 至于函数 ( p (0) 我完全可以任意选擇； 

絕对沒有什么可以指導我选擇；但是我却自然地会假定这函数是 
連續的。 

設 s 为每紅分格或黑分格之長度(在半徑为1之圓周上計算)。 

应該計算 〆 的的積分，一方面把它普及于所有的紅分格， 

另方面普及于所有的黑分格，而比較其結果。 

我們試認定一間隔 2 s 內含一紅分格和它相繼的黑分格。設 
M 与 m 是 < p (6) 在此間隔中的極大与極小値。普及于所有紅分格 
之積分將小于2汲 S ; 普及于所有黑分格之積分將大于 2 ms ; 故其 
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相差將小于 M(M - m >。 但是，如函数是假定連續的;又如 s 对 
于指針所轉之全角度为很小，則 M - m 之差数將为很小。故二積 
分之相差很小，其槪率將近于 

人們可明白，我虽不知道函数9为何，我应該將槪率当作|做 
去。 另方面，人們可以解釋何以我从客覌的覌点上，我覌察得若干 
次局数，这覌察的結果是紅的次数大約等于黑的次数。 

凡賭博家都知道这客覌的定律；但这定律却把他們陷于錯誤 
中;这錯誤虽經屡次提出，然他們仍旧常常墜落其中。如果紅色連 
接出了六次，他們以为放在黑的上，一定靠得着；因为他 們說: 紅色 
連出七次，这是很少的。 

实际上，他們獲勝的槪率还是在观察上，实在連出七次魟 
色是很少的，但六次紅一次黑也是很少的呵。他們已注意了七次 
紅是很罕有的;他們所以不能注意六次紅一次黑也是罕有的緣故， 
这完全是因为这种情形很少引起注意。 

五、原因的槪率一我現在來談原因的槪率問題，这是在科学 
应用一方面最重要的問題。例如:有兩顆星在天球上是很接近的； 
这种表面上的接近是否純粹偶然的效果，而这兩顆屋虽似在同一 
的視綫上，然与地球的距离是否相差甚大，因而彼此相距离甚远 
呢？或者这是实在的接近嗎？这就是原因的槪率問題。 

我首先要追憶在迄今所談的效果的槪率的諸問題时，在起初 
我們总要安置一种多少是合理的公約。假使說在某种尺度下，結 
•果总是不依存于这公約，这只因为某种假設的条件使我們年嚀哗 
舍去好比不連續的函数,或某种荒謬的公約。 

我們研究原因的槪率时，我們又可見到一些相似的东西。 一 
种效果可由』原因或忍原因所產生。今效果旣已發生;人們要問 
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这是由于』原因的槪率为何；这是后驗的原因的槪率。但是如果 

• • • 

沒有多少是合理的公約預先吿訴我 j 原因之先驗的槪率，那我就 

• » • • 

不能計算它了；我所要說的槪率是指对于尙未覌察其效果的人而 
言的事端的槪率。 

为更明白起見，我再举前面說过的那种紙牌戲 (jeu d ^ oart ^) 
为例;我的对手先动而所翻出的是王；如果这是希臘人，則其槪率 
为何？依普通的公式求得，这是这个結果当然是很可怪的。我 

們如再加以考察，將可看見，我們做这样的計算，好像夺字学夺亭 

子旁边以前，我已認为在兩分中已有一分認为我的对手是不規矩 

« • • * * 

的。这是荒謬的假設，因为如有这心理我一定不会和他玩了;故此 
結論之謬誤亦卽在此。 

关于先驗的槪率之公約已經不合理了 ；因此后驗的^ poster - 

* • • • * • 

iori ) 槪率計算把我引到一个不可容許的結果。由此可見这預定的 
公約之重要性;我还可补充說，倘若不做一点这种公約，則后驗的 

搴鲁争 

槪率問題將毫無意义;故总要明白的或暗示的去做它才行。 

現在再举一个更合乎科学的例子。我想确定一实驗的 定律; 
此定律待我知道之后，就可用曲綫來表示;我做了若干次孤立的覌 
察;每一覌察可用一点表示。我得了这些不同的点之后，便用曲綫 
穿过它們，使不致与各点相距太远，幷須保持此綫的整齐形狀，沒 
有角点，沒有太急的曲折，沒有曲率半徑太急的变化。此曲綫可表 
出一个大槪的定律，我承認它不但能使我知道已經覌察过的函数 
数値的中間数値，而且还能使我知道那些覌察得的数値之本身，比 
直接的观察更为正确(因此我將曲綫貼近这些点子而通过，幷非經 
过这些点子的本身）。 

这是一个原因槪率的問題。那些效果卽我所記錄下來的量度; 
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它們依存于兩种原因的 組合： 現象之輿正定律与覌察之誤差。知 
道了效果，尙須尋求使現象服从某定律之槪率，以及使覌察沽染某 
种誤差之槪率。于是槪率最大的定律相应于所画的曲綫，而一种 
观察的槪率最大的誤差卽以此相应点与曲綫的距离表出。 

但是，在一切覌察以前，我如对于某定律之槪率以及我万一的 
誤差之槪率沒有先驗的槪念，則此題將毫無意义。 

» # 嫌 

如果我的仪器是好的(这是我在未覌察以前已經知道的了）， 
我就不会使我的曲綫与实驗上直接得來的标点相离太远。如果这 
些仪器不好，我可以稍为离远一些，冀得一屈折較少的曲綫;这样， 
那曲綫之整齐形狀就多牺牲一些了。 

我为什么要想法画一沒有屈折的曲綫呢？此因我先驗的就認 

* • • 

定为連續函数所表示的宠律（或以高次導数是很小的函数表示）， 
比之不合此种条件的定律的槪率較大。如無此种信仰，我們現在 
所談的問題將毫無意义；內插法也將是不可能了 ;人們决不能从有 
限的覌察中推出一种定律;科学將不能成立了。 

五十年前，物理学家認为在同样的情况中，簡明的定律总比复 
雜的定律为可靠。他們甚至引借这个原則來钽护 馬略特 定律，反 
攻 侯洛尔 (Regmult) 的試驗。現在他們排斥了这种的 信仰； 但是 
有多少次，他們不是仍旧好像被迫要奉守那信仰做去嗎！虽然，这 
个傾向所余的就是連續性之信仰，而我們剛才已見过，如果輪到这 
个信仰也有消滅的一天，則实驗科学將成为不可能了。 

六、誤差理論一■因此我們就被引導來談关于誤差的理論，这 

理論与原因的槪率問題直接相关。这里我們仍是察見一些效果， 

• • 

此卽若干不相調和的覌察，而我們想法去揣度其原因，这些原因， 

• • 

一 方面是被測量的量之眞値，另方面是每一孤立的覌察中所做的 
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誤差。应当計算毎一誤差之后驗的大槪数量，以及須要測量的量 
的大槪値， 


但是，照我剛才所 已經說 明的，如果人們不先驗地（卽在一切 

■ 费 • 

覌蔡以前 ) 承認一种誤差的槪率定律，則这計算是不能做的。誤差 
定律有沒有呢？ 

凡計算家所承認的誤差定律就是哥斯 ( Gauss ) 窟律，它 是用一 
起越曲綫表示的，名曰“鐘形 曲綫' 

先且照古典方法区別系統誤差 （erreur systeraatique ) 和偶 
然誤差 （erreur accidentelle ) 0 我們如果用太長的米达尺量一長 
度，我們結果所得的数总是太小，虽經数次測量，然这終是無 用的; 
这就是系統誤差。我們如用一精密的尺測量，虽然我們也能量錯， 
但是有时我們錯的多，有时錯的少，苟經多次測量之后，試求其平 
均数，則錯誤漸消。这是偶然誤差。 


系統誤差不能滿足哥斯定律是顯然的；但是偶然誤差能滿足 

■ ■ ■ ■ 

它嗎？人們早已試做过許多的証明;而大槪都是些粗陋的誤解。但 
是人們仍可根据下述的假設以証明哥_® 定律： 所犯的誤差乃是許 
多部分的与各自独立的誤差組合而成;每一部分的誤差是很小的， 
幷服从一条任何槪率定律，但一个正号的誤差之槪率和一个相等 
而記号相反的誤差之槪率是同样的。自然这些条件往往可以滿足 
的，但幷非永是如此，对于滿足这些条件的錯誤，我們就可名之曰 


偶然的。 

人們可見最小二乘方法 （la methode de 3 moindres carr 6 s ) 
不是在一切情况中都是合法的；一般物理学家还比天文家更看輕 
它。这一定由于天文家除遇有如物理学家的系統錯誤之外，还要 
向一种極重要的誤差之原因斗爭，而这完全是偶然的誤差;我要說 
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的是大气的波动。所以听一位物理家和一位天文家討論某覌察方 
法，那是很奇怪的。物理家因确信一次好的測量勝过許多次不好 
的，故竭力小心以消除最后的系統誤差为前提，而天文家回 答道: 
“但是你这样只能規察極少数 的星； 偶然誤差还是不会消滅的”。 

我們的結論应該如何？是否应該繼續应用最小二乘方法呢? 
我們应当区 別:我 們已把所能怀疑的一切系統誤差都消去了 ；我們 
固然知道还有，不过我們不能發現它們；但是我們应当打定主意， 
而采用一个确定的数値，認为大槪的数値;为此我們最好的做法顯 
然就是应用哥斯方法。我們所应用的只是关于主覌的槪率的实用 
規則。这是沒有什么可說的。 

但是人們还想進一步，幷且不特肯定大槪数値是若干，幷且肯 

定結果中所犯的大槪誤差是若干。 这學學穿 予令孕哈；要这是眞 
实的除非我們确知那些系統錯誤都已經消去了，但这是我們所絕 

i 

对不得而知的。我們有兩系列規察;应用最小二乘方法时，我們覚 
得第一系列的大槪誤差比第二系列的小兩倍。但是第二系列可能 
比第一系列的好，因为第一系列可能沾染着很大的系統誤差。我 

們所能說的，便是第一系列大槪勝于第二系列的，因为它的偶然誤 

• • 

差較弱，幷且我們毫無理由去肯定，系統誤差在这一系列中比另 一 
系列为大，关于这厝，我們絕对是不知道的。 

七、結論——在前文中我提出了許多的問題，可是一个都沒有 
解决。但是我幷不懊悔把它們寫了出來，因为这也許能引起讀者 
对这些难題有所迴思。 

虽然这样，其中有些地方似乎是樹立得很好的了。为要作某 
种槪率計算，甚至要使这計算有一个意义，那末就应該以承認一种 
假設或是常常略含任意性的公約为起点。选擇这种公約时，我們 



X 46 


第四部 自然界 


只能以充足理由律为嚮導。 

不幸这个原則是很空泛的，幷且是很有伸縮性的，而在我們方 
才很快的考察中，已見过它有各种不同的形式了。最常見的形式， 
就是連續性之信仰，这信仰很难用不可辯駁的推理去証实，但是如 
果沒有了它，則一切的科学也就不可能了。最后，凡是能应用槪率 
計算而有效果的問題，都是其結果不依存于初时假設的問題，只要 

这假設滿足連續条件。 


第十二章光学与电学 

弗勒納尔 的理論——人們所能举的最好的 例子① 就是光的理 
論及其与电学之关系。有賴于座氏，光学才变成物理学中最進步 
的一 部分; 所謂波动說实在是滿足人意的整个理論;但我們不可向 

它要求它所不能給我們的东西。 

数学理論不是以揭示我們事物的眞正性質为目的；如有这种 
奢望那就未免不合理了。它唯一的目的，只在整理实驗所吿訴我 
們的物理定律;然而如果不靠数学，則我們連这些定律都將說不出 
來。 

以太與正存在与否，这都与我們沒有大关系的，这是玄学家的 
事情;在我們最要緊的，就是我們可以把它当作存在的，而这个假 
設頗便于解釋許多 現象。 最后，我們还有無別的理由可以相信物 
質的东西之存在呢？这也不过是一种便当的假設；但这是永远如 
此便当的，而总有一天以太会成为無用而被抛棄了的。 


①这章是我所笤的下列二書中序文的摘錄： ( Paris ， Naud , 
1889) 及电学与光学 ( Paris , Naud , 190 l) o 
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然而就是有那一天，光学定律及其解釋的方程式还会是眞实 
的，至少是第一次近似的。所以研究那联絡这些方程式的学說总 
是有益的。 

波动理論就是建立在一种分子的假設上的；有些人相信这样 
就把藏在定律里的原因揭發了，他們以为这是有益的;有些人以为 
这正足以引起怀疑;然而我以为这种怀疑与前面一班人的幻覚，都 
是不大对的。 

这些假設的作用是次要的，人們可以牺牲了它們;普通人們总 
不这样去做，因恐失去陈述上的明晰性，而这就是唯一的理由。 

事实上，人們如仔細去覌察，則見人們所借用于分子假設的不 
过二 事:能 之守恒原理和方程式的綫性形式，这些方程式表示微小 
运动的普遍定律，有如一切小变动的普遍定律。 

这可以說明何以人們采用光的磁电理論时，座氏的結論大部 
分仍可以無变动而存在。 

麥克斯韋 的理論——大家知道本來互不相干的光与电的密切 
关系一直要等 麥克斯韋 才把它們联絡起來。这样，基礎虽是更寬 
大，進入更高的和諧中，但是座氏的光学还是生动的。它的各部分 
还是存在，而其相互的关系还是一祥的。不过，我們講解时的語法 
已变了，另方面，奎氏更發明了許多前人未曾發現的电与光之各部 
分的关系。 

法國的讀者第一次展开麥氏的書时，便覚有所不安，甚至往往 
贊美的烕情与怀疑的感情参半。要费許多的努力与長久的牺牲， 
这种威情才逐漸消滅。有些高明人甚至把它永久保存着。 

为何这 位 英國 学者的思想在我國这样难得同意呢?無疑的， 
这是因为大半有知識的法國人所受的教育使他們爱好精确与邏 
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輯,先于其他一切特性。 

在这方面，古傳的数学物理的理論足使我們完全滿意。我們 
所有的老师，自从 拉普拉斯 ( Laplace ) 直至哥希 ( Cauchy ) 都是用 

同一的方法去研究。他們从一种很明晰陈述的假設出發，而引出 
一种有如数学嚴密性的結果，然后，再借实驗以为比較。他們好像 
要把物理的各部分都給以有如天体力学的精密性。 

对于性喜这种模范的人，凡是一种理論总难于使他滿意。他 
不特不容許有一点矛盾的地方，还要各部分都合乎邏輯地联絡起 
來，幷且要不同的假設愈少愈好。 

还不只此，他还有別的要求，这是我以为不大合理的在我們 
能够威触到的和实驗使我們知道的物質之后，他还想看見一种別 


的物質，在他以为唯此才是與实的东西，而这种物質所有的只是純 
粹几何的特性，其原子只是按照动力学公律而移动的数学点。明 
知这些原子是無形無色，但因一种不知不覚的自相矛盾，他想把它 
們表現出來，因此使其更加接近尋常的物質。 

这样他才完全滿意，幷且以为鑽進宇宙的秘密了。卽使这种 
滿意是驅人的，但他也不容易改变这种想头。 

因此，当一个法國人展讀麥氏的書时，他期待着可以找到好僳 
建在以太假設上的物理光学那般精密而有邏輯的理論；这样他未 


免要大失所望，这是我要卽刻奉劝讀者务必避免的，同时吿訴他哪 
些是应在曼氏書中尋求的，哪些是不应尋求的。 

壹氏对于电与磁幷沒有力学的說明；他僅限于說这个說明是 
可能的。 

他也指明了光学現象不过是磁电的特殊現象。所以人們可从 
所有电之理論中，直接推出关于光之理論。 
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不幸这个道理倒过來講就不对了，从完全的光之理論中，往锌 
不容易引出关于电学現象的完全解釋。人們如从违氏理論起始， 


这更是特別不容易了。这一定幷不是不可能，但人們总要問从前 
所有認为决無变更而可贄美的結果是否势必一齐抛去。这好像是 
倒退一步了，因而是許多高明的人不能容忍的。 

讀者就是無奢望时，他还免不了別的困难，这位英國学者不是 


要建立一座唯一的、最后的、布置極好的大廈，这不过好傈他建了 


許多暫时的而独立的建筑，在这些建筑中交通甚是困难，有时竟不 
可能。 


我們試举一例，例如有一章論靜电引力可用介电媒質中的張 
力与压力來說明。如把这章删了之后，其佘的不見得就不明白和 
不 完全; 幷且另方面，这章自有它的理論，人們不看它的前后文就 
可懂的。但是这章不僅是独立的，幷且与全部書中的基本意义难于 

融合。箜氏幷不想融合，他只限于 說:“ 我未能再進一步，卽我不能 
用力学來說明介質的应力。” （I have not been able to make the 
next step, namely to account by mechanical considerations 
for these stresses in the dielectric.) 

这个例子足以說明我的意思，其实我可以举許多別的 例子。 
譬如人們讀到磁性旋光偏振現象时，誰还疑惑光的現象与磁的現 
象有相同之处。 

所以人們不要以为避免了矛盾，自己总要有一个主張才行。 
其实，兩种矛盾的理論，只要人們 不把它 混合，幷且不要間事物的 
究竟如何，都可以做研究的有益工具，如果查氏沒有开了那么多的 
新歧路，則讀他的書时所能引起的思路一定較少。 

然而这样則基本覌念未免稍被遮盖了。这种的情形尤以在通 
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俗的書籍中为最，这是唯一被放棄的一点。 

所以我相信应該解釋这基本艰念之內容，以更顯明其重要性。 
为此，加一節插話是必要的。 

关于物理現象之力学的解釋——凡在物理現象中总是有一些 
参变数是实驗可直接达到而可測量的。我名之曰参变数5。 

其次由覌察使我們知道这些参变数变化的 定律， 这些洚律普 
通可用那联絡其中参变数 g 与时間之关系的微分方程式表示。 

倘若把这种現象給以一种力学的解釋，那將怎样做呢？ 

那么人們將或用普通物質的运动或用一种或数种假想的液体 
的运动來解 釋它。 

这些液体將認为極多数孤立的分子饥所組成。 

那么我們何时可以說我們有了某現象的完全的力学解釋呢？ 
这一方面要待我們知道了这些滿足假想 分子饥 的坐标的微分方 
程式，这 s 方程式且当符合动力学原理；另方面，要待我們知道了 
那規定分子 w 的坐标为参变数2的函数的关系，这些参变数穿是 
可由实驗求得的。 

我已經說过，这些方程式是要符合动力学原理的，特別地要符 
合能之守恒原理和最小作用原理。 

由第一原理可知总能是常数，且可分为二部分： 

一、 动能 （energie ciMtique ) 或活力 （force vive )， 其强弱依 

存于那些假想分子饥的質量及其速度，我名之曰 T 。 

二、 势能 （energie potentielle ) 只依存于这些分子的坐标，我 

名之曰 U 。 此 T 与 U 兩能之呼才是常数。 

現在要問極小作用能吿訴我們 什么？它 說那系統如要从它在 
时所占的初时位置，移到它在 L 时所占的最后位置，它所走的路 
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徑必使在那从& 时到~时 的过程中“作用”之平均値 (卽 7 与 U 二 
能相差数）为最小。况且第一原理实卽第二原理的后果。 

* 9 * 

如果人們知道此2’ 与 （7 二函数，这个原理就足以确定运动方 


程式。 

在所有由此地來到彼地的各种路徑中，自然有一条路可使作 
用的平均値比任何路徑的平均値为小。而且只有一条路，因此極 

小作用原則足以确定所經歷的路徑以及运动方程式。 

这样，人們就求得所謂 拉格朗日 （ Lagrange ) 方程式。 

在这些方程式中，独立的变数卽是假想的分子饥的坐标；但 
現在我假定以直接可由实驗求得的参变数2为变数。 

于是这兩部分的能量当表現为參变数3的函数及其導数；自 
然实驗家所看見的是这样的形式。他当然想用他能直接覌察的数 
量以定势能和动能①。 

如是則系統从此情形变到另一情形所走的路徑必須使其平均 


作用为最小。 

現在不管 T 与 U 是否用參变数 g 及其導数表示的；不管我們 
是否利賴这些参变数以規定起点与終点的情形；極小作用的原理 


总是與实的。 

所以，在一切由此位置來到另一位置的路徑中，此地仍只有一 
条路能使平均作用为最小。因此極小作用原理足以确宠那些規定 
参变数 5( 的变化的微分方程式。 

这样求出的方程式是 拉格朗日 方程式的另一形式。 

为要組成这些方程式，我們不必知道这些参变数9与假想分 


①我們补充訧 V 只依存于 r 依存于 QT 及其对于时間的導数，且对于導数为 
二級齐次多項式。 
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子的坐标的关系 ，这 些分子的質量，以及做为 这些分 子的坐 标的凼 
数的厂。我們所要知遒的， 乃是做为 q 的函数?7的表式和倣为交 
与其導数的函数 f 的表式，就是說做为实驗数据的函数的动能与 
势能的表式。 

于是不外乎兩件事，或是函数 T 与口旣已合式的选擇了，有 
如吾人剛才說的那样建立起來的莖氏方程式將与实驗求出的微分 
方程式全同;或是幷無函数7与7可以有这样符合的。在后一种 
情形时，自然就不可能有一个力学的解釋了。 

使力学的解釋是可能的必需条件，是在能够选定函数 T 与 TJ ， 

* * • • 

使旣滿足極小作用原理，又能引出能量守恒原理來。 

这个条件也是充足的；試設想我們找得了含参变数9的函数 

鲁# 勢 

U ， 它表示一部分的能，而以7表示其他部分，7为参变数 g 及其 
導数的函数；又假定这函数对于这些導数为二齐次多項式；最后， 
假定以 T 与 U 兩函数所組成的选氏方程式能与实驗数据相符合。 

要怎样才 可以从 中引出一种力学的解釋呢？这必須7可認为 
一系統的势能，而 T 可認为同一系統的动能。 

关于 P 是不难的;但是 T ， 是否可認为一物質系統的动能呢? 
那是很容易証明这总是可能的，甚至有無窮的方法。我只限 
于請讀者参閱我所著的电与光一書的序言以求詳細。 

这样我們如不能满足極小作用原理，就無力学解釋之可能;如 
能滿足这原理，那就不單有一个，且有無窮个的解釋,因此,一待有 
了一个解釋，就有其他無窮的解釋。 

于此还有一个 注意。 

在由实驗直接吿訴我們的数量中，有些被我們認为我們假想 
的分子的坐标的函数;我們的参变数 g 就是这种;我們把別的不但 
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看做依存于坐标且依存于速度，或同样的可說是依存于 g 的導数 
或为这些参变数及其導数的組合。 

于是就生出一問題;在所有实驗測得的数量中,我們將选何者 
为参变数扔我們將願意以何者認为这些参变数的導数？这种选 
擇仍有極大的任意性，但只要合乎極小作用原理，以求力学解釋之 
可能就够了。 

于是 麥克斯韋 曾經自問过能否做这种选擇，以及 T 与 U 的二 
能之选擇，使电之現象滿足此原理。由实驗我們知道电磁場之能 
可分为二部分，卽靜电能与动电能。查氏曾認明如我們把第一認 
为势能 t /， 第二認为动能 T ; 另方面，如靜电荷認为参变数 g ， 而电 
流强度認为其他参变数2的導数;在这情形之下，我就要說，查氏 
曾認明电之現象滿足極小作用原理。由是一定有一力学的解釋之 
可能。 

他如果不把这意思放在第二卷書中偏角的地方而放在第一卷 
起始之处，則大半的讀者便不致忽略它了。 

所以如果一現象可有一完全的力学解釋，則亦有無窮別的，都 
也可以解釋实驗所揭發的特点。 

这是被物理学中各部分之歷史所証实的；譬如，在光学中，座 
氏以为顫动是垂直于偏振平面的;紐滿 ( Newmarm ) 則以为是平行 
的。好久人們就想一“交叉实驗”以决定这兩理論孰是孰非，但人 
們始終未能求得。 

同样，卽在电学里，那二流体与一流体的二理論也都能滿意地 
說明靜电学中覌察所得的定律。 

利賴了我剛才提起的 莖氏方 程式的特性，所有这些事实都可 
容易解釋。 
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現在很易明白愛氏的基本覌念了。 

为要証明电之力学的解釋之可能性，我們不必 先去找 这解釋 
之本身，我們只要知道 T 与 [7 二函数之表式〔此乃能之兩部分)，用 
这兩函数可組成拉氏方程式，幷把这方程式和实驗的定律相比較。 

在这些可能的解釋之中，怎样作一种缺乏实驗帮助我們的选 
擇？或者有一天物理学家將不理会这些不可用積極的方法解决的 
問題，而把它們抛給玄学家。这一天尙未到 ，•而 人們不是这样容易 
永不明白忍耐着事物的本質的。 

我們的选擇只能以个人的覌察占主要成分的考慮为嚮導；但 
也有些答案是大家棄而不用的， 因为太 古怪了，也有的是大家爱重 
的，因为它們是簡明的关系。 

关于电与磁,室氏不作任何选擇。这不是因为他系統地輕視 
積極的方法所不能达到的一切东西；我們只看他对于气体运动論 
所費的时間就可相信了。我还要加說，虽然在他的大著作之中他 
不开展一彘完全的解釋，但他在以前曾在哲学雜誌的一文中曾試 
給这种解釋。以前他不得已做的睱設之奇怪和复雜使他后來又棄 
而不用它們了。 

同样的精神，可在全部書中見到。其中最主要的，亦卽各种理 
論应該公有的，都已閘明；凡只能合乎一种時殊的理論的地方無不 
默默而过。因此讀者面臨一种几乎內無实物的形式，这在起初还 
被他当作不可捉摸和飄忽無定的影子。但他所費了的努力使他迴 
思，而結果他明白了他从前所称贊的整个理論中 h 洛有些人为的地 
方。 
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第十三章电动力学 

电动力学的歷史对于我們的覌点特別有益。 

安培 ( Amp ^ e ) 曾把他的不朽的著作叫做“唯一建立在实驗上 

- • • 

的电动力学現象之理論”。因此他以为絲毫不曾做有假設;然而不 
久我們將知他是做了的，只是他做而不自覚罢了。 

他的后蕺反看得很淸楚，因为安培答案的弱点引起了他們的 
注意。他們做了些新的假設，他們这次却完全自覚的了 ；但这是經 
了多少次数的改变才到了今天恐还未固定的經典系統，这就是我 
們要去研究的。 

(一)安培的理論——当安培試驗电流的交互作用时，他只將 
而且只能对合閉电流 （courants ferm § s ) 試驗。 

这不是他否認开放电流 （coumnts ouverts ) 之可能性。設有 

二導体 ft 有不同的电荷，如把它們用金屬綫連接起來，則生出由此 
到彼的电流， 一 直等到兩者的电位相等后方止。 

在安培时代 ，一 般意見以为这是开放电流；因为人們只是看見 
电流从第一導体流向第二導体，而不見有电流从第二導体流回第 
一 導体。 

因此 安培 就以这种的电流認为开放的，例如蓄电器放电时所 
生的电流，但他不能用它做試驗，因为經过的时間太短了。 

人們另可想出一种开放电流。我假定 有卓忍 二導体，用 AMB 
綫接通。起初有些运动的小導 体与乃 接触，取得其中一部分的电 
荷，乃离开 B 的接触，而按着 BNA 的路綫运动，于是从这里帶來 
电荷，來到 yl 的接触便放棄这电荷給木这电荷就由路回到 
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这里在某种意义上，是一种合閉电路，因为电流循及似 MS 
路而行;但此电流之兩部分均極不同。在綫上，电經过一固 

嗛 • 

定的導体，其情形如尋常 伏特 电流 (courant voltaique ) ， 遇到 欧姆 
电阻而發热;人們叫它導电移动。在 BNA 部分中，电是由一移动 

番 • 

的導体所运輸的；人們叫它运輸移动 (par convection )。 于是，如 

• • •争 

果把运輸电流認为与導电电流完全相同，則电路是合閉 
的;反之，如运輸电流幷非“興正电流”，譬如它对于磁鉄是無作用 

的，那就只剩導电电流』 ALB ， 屯是开放的。 

* _ 

例如，用一綫联絡 霍子 ( Holtz ) 起电机的兩極，其中荷电的旋 
轉板用运輸电流法把此極的电运輸到彼極，然后再經过此綫的導 
电，回到第一極。 

然而这一种的电流極微，要它强度可規是很难实現的。照麦 
g 当时所具备的方法，人們可說这是不可能的。 

总而言之，宏氏可以想像兩种开放电流的存在，但这兩种都不 
是他所能利用來試驗的，因为它們太弱或歷时太短。 

所以試驗只能吿訴他合閉电流对于合閉电流的作用，或嚴密 
点說，合閉电流对于一部分电流的作用，因为人們可使电流通过一 

合閉的电路，其一部分是可动的，一部分是固定的。于是人們可以 

• • 

研究可动的部分受合閉电流的作用而移动的情形。 

反之，安培毫無方法研究开放电流对于合閉电流，或对于另 一 
开放电流的作用。 

(1) 合閉电流之例一一安培試驗二合閉电流之相互作用时， 
曾得許多非常簡明的定律。 

我姑且把与下文有关的定律，簡括的說出來。 


窠十三幸电动力学 i 於 

一、 ^ I 譽争碑 f 率号$ 亨 印，又如这兩电路在受了一种移 

动与变形之后，仍归原狀与原地，則电动力的总功必为零。 

換一句話說，其中必有兩电路的电动电勢 (potentiel Electro - 

• • « • 

dynamique ) ? 此电势与兩电流强度之積成正比例，又依存于电路 
的形式及其相对的位置；电动作用的功等于此电势的变化； 

二、 电流經过合閉的螺綫管的作用为零； 

三、 电路 C 对于另一伏特电流的电路 C 的作用，僅依存于这 
电路 C 所發展的“磁場’’。事实上，在空間各点，人們可以規定有一 
定方向和数量的磁力，此力有下列 特性： 

{ a ) G 对于一磁極所作用的力是施在这磁極上的 •，其 量等于磁 
力乘磁極之磁量； 

(&) 一根極短的磁針有傾向磁力的趋势，使做这种傾向的偶力 
与磁力、磁針的磁矩及其偏轉角之正弦成正比例； 

( c ) 如果电路 C 移动时，則 (7 对于 C ' ‘所生电动作用的功等于 
穿过此电路的“磁力通量”的增量。 

(2) 合閉电流对于一段电流之作用~—安培旣未能实現一种 
眞正的开放电流，所以只好去研究合閉电流对于一段电流的作用。 

其法卽用电路 C 作实驗，此电路分固定与可劫的兩部分。可 
动的一部分譬如是一条可动的綫 a |3,其兩端 ct 与|3可在一固定綫 
上移动。在可动綫的兩位置之一， a 端是停在固定綫的 J 点上，而 
3端則停在固定綫的丑点上。电流由 a 到]8, •卽先在可动綫上由 

3至五，再在固定綫上由 B 至 A 。 哆吵串涉亨今 W 竽。 

在第二位置时，可动綫旣經移动，則其 a 端移到固定綫上的/ 
点，|3端移到固宪綫 上的# 菸。于是电流由 a 流到匕 卽先沿可 
动綫 由义至 及，然后沿固定綫由苁回到屯再由刀到牟最后 
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由/到 a —路总县沿着固定綫。故屯流仍县合閉的。 

如果这样的电路受合閉电流 c 的作用，則其可动的部分好僳 

受外力而移动。安培承認这可细的部分左 s 好像受到的表規力量， 

- • • 

旣代表着 C 对于部分电流 M 的作用，又与假定通过^ )3 的电流是 
开放的所受的力量相同，这时电流將停在 a 与]8,非如合閉电流， 
在到了 ]3以后，仍沿电流的固定部分回到 

这个假設似乎是很自然的，而安培做的时候幷不自覚;但卞 : f 
不是强迫的，因为稍迟就可知道亥尔莫慈要抛棄它。然而無論如 

• # 參着# - 

何安培虽未能实現开放电流，但这假設能使安培發現許多合閉电 
流对于开放电流的作用或对于一極小部分的电流的作用的窟律。 
这些定律还是很簡 明的： 

一、 对于極小部分的电流的力是施在这上面的;此力与电流和 
磁力成直角，且与垂直于电流之磁力分量成正比例； 

二、 一自閉的螺綫管对于極小部分的电流毫無作用。 

但这里苒也沒有电动电势了，就是 說:保 持常定强度的开放电 

流与关閉电流归还原地时，总功不等于零。 

( B ) 連續的旋轉——在电动力学中最有趣的实驗是能实行一 

种連續旋轉的实驗，有时人們称这种实驗为單極烕应 (induction 

» • « • 

unipolaire ) 0 一磁針可繞其軸而轉，一电流起初通过一固宠綫，進 
入磁針的北極#，經过磁針之半段，苒由一可滑移的接触点流出， 
而進入固定的綫。 

于是磁針旋轉不已，永不能达到卒衡的位置。这是 法拉第 試 
驗。但这是怎样一回事？如果这是二种定形的电路，一是固定的 
A —是可繞軸而轉的 C ， 則这后者之旋轉，永不会連續的。其实， 
这里有电动势存在，故必有一平衡的位置，这將是电势極大之处。 
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所以連續的旋轉，除非 C f 包含兩部分方才有 可能： 其'一是固 
定的，其二是可繞軸而动的，有如 法拉第 的試驗。不过还要有一个 
区別，卽由固定的部分來到可动的部分，或反之，都是可能的，或 
用簡單的接触法（闽定的部分的同一良与可动的部分的同一点永 
相接触），或用可滑动的接触（可动的部分之同一煤依次与固定的 
部分之各点相接触）。 

那种連續的旋轉僅在第二情形中才有可能。在那时候，系統 
漸趋于平衡，但是，当它將达到这点时，那滑动的接触物能使轉动 
部分与 is 定部分的一新点交通;它更換着联絡，所以它也更換各种 
平衡的条件，因此，可說系統总追不到它所要赶上的平衡位置，而 
那旋轉現象就可無窮地持續 下去。 

安培承認电路对于 c 的可动部分的作用，卽等于 c 之固定的 

■ ■ ■警 

部分不存在时那样，因此亦卽等于流通于可动部分的电流为开放 
时那样。 

所以他結論合閉电流对于开放电流之作用，或反之开放电流 
对于合閉电流之作用，可生連續的旋轉运动。 

然而这种結論依存于我剛才所說的假設，幷且未經 亥尔莫慈 
所承認，这是我在上面已經說过的了。 

〔4)二开放电流的相互作用——关于二开放电流的相互作 
用，尤其是关于二極小部分电流的相互作用，無論 什么試 驗都不 
行。老楚曾求助于假設。他假定 :第一 ，二極小部分的电流之相互 
作用可縮为在二者相联之直綫上之一力;第二，二極小部分合閉电 
流之相互作用是这些極小部分之总合作用，而这些作用有如在各 
部分是孤立时所發生的。 

最可注意的，卽在此地安培又作了这兩个假設，而自己还不知 


% 
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道。 

虽然，把这兩种假設与关于合閉电流之試驗綜合起來，足以完 
全确定二極小部分之相互作用。 

但是这样，那我們在合閉电流的情形中所遇着的簡單窟律大 
多数又是不眞实了。 

第一,是沒有电动势;而我們已知在合閉电流对于开放电流發 
生作用时，亦無此种电势。 

其次，輿正說起來，是沒有磁力的。 

其实关于这个力之定义，我們在上文已給了三种： 

一、 磁極所受之力； 

二、 旋轉磁針之偶力； 

三、 一極小部分电流所受之力。 

但是，在我們現在所討論的情形中不但这三种定义不苒相互 
符合，幷且每一种都是毫無意义的，而事 实上： 

一、 一磁極所受之力不僅限于一种施于此極的力。其实，我們 
已知一極小部分电流对于磁極之作用，幷非施于極点，乃是施于此 
小部分上的;这个作用本可用一偶力与一施在磁極上的力 代替。 

二 、 这对于磁針所生的偶力不僅是定向的偶力；因为它对于針 
軸之力矩幷非零。此力可分为一眞正定向的偶力，与一补充偶力， 
此最后力足以促起磁針之連續的旋轉，这是我在上文巳說过的。 

三、 最后，極小部分电流所受之力幷不垂直于此部分。 

換言之，夺哮了準了。 

且看这統一性是怎样一回事。如兩系統对于一磁極發生同一 
的作用，則对于一無窮小的磁針亦有同一的作用对于放在以前磁 
極所占之位置的極小的部分电流亦然。 
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那么，倘若这兩系統僅含合閉电流，这就对了；依照安培的道 
理，如这兩系統所含的是开放电流，这就不对了。 

人們只要注意，譬如一磁極是放在2点，又有一極小的部分电 
流是放在乃点，而这部分之方向旣是在引長綫上，則此部分 
对于磁極是毫無作用，然对于放在』点之磁針或放在2点之極小 
部分电流，則有作用。 

(5) 威应——人們知道自从安培不朽的著作發表之后随卽有 
电动感应 （induction 61 ectrodynamique ) 之發現。 


这个現象只要是由于合閉电流而生，則毫無困难，幷且 亥尔莫 
慈曾注意到，只須根据能之守恒定律，已足把那些威应的定律由安 


撞的电动定律推引而出。不过还有一个条件，就是要另外承認許 


多假設， 白德安 ^ Bertrand ) 先生曾將此層 示明。 

关于幵放电流，亦可用同一原則，求得此种推論，虽然人們当 
然不能將所得的結果証之以实驗，因为人們不能实現这种的电流。 


人們如將此种分析方法应用在安培的开放电流的理論上，可 
得許多令人奇异的極好結果。 ’ 

第一，感应現象是不能用学者与实驗家的著名的公式由磁場 
变动現象推引而出，而且其实我們上文已說过，輿正講起來，已經 
泫有磁場了。 

但是另有一件事情。今有一电路 C 受可变的伏特系統扒 sys - 
tftme voltaique ) 之威应；如此系統自己行动幷任意变形，此系 

統之电流按任何定律变动，但变动之后，仍回复原位，那自然要假 

定平均的感应电动势 (la force felectromotrice moyenne induite ) 

• • » 

在电路 C 中为零。 

如果这 C 电路是合閉的，且 S 系統僅有合閉电流，那么这就輿 


实了。当有一开放电流时，如果人們承認安培的理論，那就不眞了。 
所以，就这字的任何普通意义而言，威应不但將不是磁通量之变动 
現象，且亦將不能用任何物之变动來表示。 

(二) 亥尔莫慈 之理論——关于安培理論之后果和他怎样解釋 
开放电流，我已申述了一番。 

-对于那些人們推出來的命題之荒謬与人为实在是不难察知 
的；因此人們想“一定不是那样”。 

由此人們可以想像 亥尔莫慈 另走別路的动机了。 

亥氏不用安培的根本假設，这个假設卽兩微小部分电流之相 
互作用可幷成一力，此力在兩者相联之直綫上。 

他承認一微小部分电流不僅受一个力，且有一偶力。正为了 
这一点，才發 生苤氏 与&氏之有名的筆墨官司。 

亥氏把安培的假設代以下面的 假設: 二微小部分电流总可有 
一电动势，此电势僅依存于其位置和方向，而兩者相互施加的力之 
功等于此电势的变量。所以亥氏也和安培一样，是不能不做假設 
的；不过，至少他非明白地說明才不做。 

在那唯独可实驗的合閉电流的情形中，这兩种理論是相合的， 
在其他的情形中就有区別了。 

第一，合閉电流的可动部分所受之力与將此部当作孤立的且 
認、为开放电流时所受之力不同，这同安培的假定的适相反。 

現在我們再把上面的电路來談罢，此路原是由《 jS 可动綫 
滑动在固定綫上而成；在唯一可以实行的試驗中 ， a 綫不是孤立 
的，而是合閉电路的一部分。当它从移到/及时，电动势之 
变动可分为 二因： 一 、因为，苁对于 C 的电势有异于』5对于 (7 
的电势，故此电势受了第一种增量；二、因为此外还要加上』刀与 
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A ' B ' 各个对于 C 的电势，故此电位受了第二种增量。 

部分所受之力的功，卽此种双重的增量。 

* • 

反之，如为孤立的，則电勢只受第一种增量,而僅是这第一 
种增量代表 J 厶所受力之功。 

第二，如果沒有滑动接触，則無連續旋轉之可能；事实上，这是 
由电动势之存在而得的后果，我們在談合閉电流时已說过了。 

在 法拉第 試驗中，如果磁鉄不动，且如磁鉄外之电流通过可动 
綫，則此可动綫將旋轉不已。但这不是說如果將磁鉄与綫分离后， 

而將开放电流通过綫时，此綫仍將旋轉不已。 

• • 

由此可見一孤立的微小的部分电流所受力与屬于合閉电路的 

* 搴 

可动的部分所受力不同。 

此外还有 区別: 按照实驗与那兩种理输，凡一合閉的螺綫管对 
于合閉电流之作用为零；它对于开放电流的作用，根琚安培为零, 
根据茎氏为非零。 

由是乃得一重要之后果。我們在上文講过三种磁力之定义； 
第三种在此毫無意义，因为一微小部分电流不再受着唯一力。第 
一种亦無意义。事实上，何为磁極？这是一無窮長的綫形磁鉄的 
極端。此磁鉄可代以 I ® 限長的螺綫管。故欲磁力的定义有意义， 
則开放电流对于無限長的螺綫管的作用，須僅依存其極端之位置， 
就是說对于合閉的螺綫管的作用为零。但是我們剛才已知道，这 
不是眞的。 

反之，我們尽可采取第二种宠义，它是建立在那定向偶力之測 
量，此力引起磁針之轉动。 

但是，倘若人們采用这种定义，那么威应作用与电动效应都將 
不僅依存于此磁場之力綫的分布了。 



164 


痏四鼐 自然弈 


(三) 这些理論所引起的困难——亥氏的理論比安培的理論可 
算進一步了；但要所有的难題都能解决才好。在这兩家的理論中， 
磁場这个字都是無意义的，假使我們用一种多少人为的公約給它 
一 个意义，則那些电学家所熟習的定律就不能苒适用；因此在一綫 
中的感应电动力，不能再以所穿过此綫的磁力綫之数來計量。 

而我們厭棄的心理不但來自我們在思想上与言語上所深染的 
習慣。此外还有別的原因。我們如果不信起距作用 （ action ^ dis ¬ 
tance ), 那么解釋电动現象时必借用 媒質的变化。 而这种变化正就 
是所謂磁場，于是关于电动的效应，只能诙存于这种場。 

所有这些困难都是來自开放电流之假設。 

(四) 麥克斯韋 的理論——这些困难一待 麥克斯韋 來到后就一 
筆勾消。在他看起來只有合閉电流。 

奎氏承認如果在介电体中电場变动时，介电体中就發生特殊 

現象，它对于电流計的作用与普通电流無异，麥氏叫它位移电流 
(Courant de d 6 placement ) 0 

于是如有一綫联接兩个負有相反的电荷的導体，則在放电时， 
綫中必發生一种开放導电;但同时在鄰近的介电体中，發生一种位 
移电流，以关閉这導电。 

人們知道蜜氏理論可用以解釋光学現象，以为它是來于極速 
的电振动。 

在当时，这种覌念只是一种大朋的假設，而毫無实驗根据的。 

20年后，麥氏的規念才得到实驗的証实 o 赫慈 ( Hertz ) 竟能 
实現电之顫动系統，表演了所有光的特性，沱与光的不同点，只在 
于波長，就是說有如紅色有別于紫色。他所做的差不多是光之綜 
合。大家都知道無綫电学就是从此發源的。 
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我捫可說赫慈幷未直接証明麥氏的基本規念，卽位移电流对 
于电流計的作用。在一方面，这是不錯的，总之他所直接指明的， 
就是电磁的烕应現象之傳播速度不像人們以前相信是無窮大的， 
而是等于光速。 


不过，今如假定位移电流不存在，而威应傳播速度等于光速， 
又或假宠位移电流發生烕应效应，且烕应之播速为無窮大， 

一 样的。 _ * 

I # • 


这个逍理人們在起初是看不見的，但可用分析法以証明，可是 
我不能在此槪述。 

(五)何浪 （ Rowland ) 实驗——但是我上面已經說过有兩种开 
放 導电: 第一就是蓄电器，或某導体放电时所發生的电流。 

其他情形有如电荷通过一自閉的導圈，它移动时，在电路的一 
部分为傳導的,在另一部分为运輸的。 

关于第一种的开放电流，問題可算 解决： 因位移电流把开放电 
流关閉。 


至于第二种的开放电流，其答案似乎更簡便;倘若电流是合閉 
的，則这也似乎只有被运輸电流的本身关閉。为此，只須承認“运 
輸电流”卽在移动中的荷电導体，可以作用着电流計。 

但过去尙少經驗的証实。事实上，卽使尽量加增導体的电荷 
与速度，仍似难于得到足够强的电流。 

这是極能干的实驗家首先战勝了这些困难。其法用圓盤 
收集了極大的电荷幷具有極大的轉速。旁边有一个無定向的磁系 
統就受到影响而偏轉。 

何浪曾做过兩次試驗，第一次在柏林，第二次在巴尔地摩 ( Ba - 
• 一 1 1 ' 

Himore ); 其后又有希姆斯得脫 ( Himstedt ) 繼續 試驗。这兩位物 
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理学家竟声称他們曾做定量的測洚。 

何浪这条定律曾被所有物理学家所承認而無异議。 

而且好像一切都証实这条定律。电花当然發生一种磁的效 
应;但是，电花 放电迓 不像是从某电極 上撥下 的荷电粒子而轉运到 
另一电極所成嗎？試看电花的光譜，可見其中有电極的金屬体的 
譜綫，这不是証据嗎？然則电花是眞正的运輸电流 (courant de 

convection ) To 

另方面，人們也承認在电解液中，电流乃是被离子所运送。所 
以这液体中的电也必定是运輸电流;但是，它对于磁針發生作用。 

陰極射綫亦复如是， 克洛克斯 ( Crookes ) 說这是一种微妙的含 
有負电荷的物質，且有極大的速度;換言之，他以为这是运輸电流， 
他的这种見解虽經一时的反駁，然如今已处处被采用了。但是，这 
些射綫可被磁鉄所偏轉。根椐主反作用的原理，这些射綫亦当偏 
轉磁針。 

不錯，赫慈曾相信証明了这些陰極射綫不能运送負电，且对于 
磁針毫無作用。但他是錯了；第一亘違 (Jean Perrin ) 曾收集了这 
种射綫所荷的負电，这是赫慈認为不存在的。这位德國学者之錯 
誤似乎由于 X 光綫之效应，而这在当时尙未發現。其次，最近已有 
人發見陰極射綫对于磁針的作用，幷且看淸赫慈的錯誤所在了。 

这样，电花，电解液中之电，陰極射綫，这些現象都被認为运輸 
电流,对于电流計都有同样的作用，且合乎定律。 

(六） 罗倫慈 理論——不久人們又有更進一步的理論。根据 g 
倫慈的理論就速遵电电流也是一种运輸 电流: 他以为电是永久不 

可分解地寄托在一种小物質的粒子上的，名曰电子 （ electron ); 伏 

• • _ ■ 

瘦电流卽是这些电子通过物体时所生，而導体与絕緣体之区別便 
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在于一种能讓这些电子通过，另一种則能阻止它运行。 

曼氏的理論是很引动人的，沱能簡單地解釋旧式理論和甚至 
查氏的原始理論也未能完滿解决的一些現象，例如光的行差現象 
( l ’ aberration ) 光波的部分的牽动，磁偏振現象 和齐門 現象。 

有些反駁还是存在着。在某系統中所生的現象似与其重心的 
絕对速度有关，这是与我們对于空間相对性的規念相反的。对莖 
雷門 ( Crfeiien ) 先生的論見， 立普曼 ( Lippmarm ) 先生曾把这种反 

駁明顯地陈述出來。設有二荷电導体，幷具有同一的移动速度 a 它 
們是相对地靜止;然而屯們的每一个等价于一运輸电流，它們当相 
互吸引，而人們如測量此吸力，就可測得它們的絕对速度。 

罗倫慈 一派人回答說，不然;人們这样測量的，不是絕对的速 

度，乃是对于以太的相对速度，因此相对論仍是保持着。其实从此 

• _ « _ 

星氏又尋到一种更为微妙的，但更使人滿意的回答。 

無論这些最后的反駁如何，电动力学的大部至少在主要方面 
是完全成立了 ;一 切都呈現一种使人滿意的現象;至于安培与亥尔 
莫慈的理論原是为开放电流而做的，到現在这种电流已不再存在， 
所以这些理論也只有麋史价値了。 

但是这些变迁的歷史，对我們未尝無益;我們借此可以知道学 
者是如何易受欺騙幷且要怎样才有逃避它的希望。 

第十四章物質的究竟① 

近年來物理学家宣称的最驚人的發現，是卽物質不存在。我 
們要赶快說这个發現还不是最后的。物質的最主要的特征，就是 

①参閱黎朋著：物質的進化 ( L^Yolution de la matiere ^ Gustave 
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它的質量和憤性。这質量是到处永久不变的，尽管化学的轉变改 
变了物質的一切可威的特性而似乎变成完全不同的东西，但質量 
終是不变的。所以如有人証明物質的質量与惰性实在不是屬于物 
質的，而以为这不过是它的一种裝钸，甚至那最是永恒的質量也是 

可以改变的，那么人們就可說，物質是不存在的。而人們所宣称的， 

? 

正就是这一点。 

我們至今所能覌察的速度都是很微弱的，因为那些使我們所 
有的汽車望麈莫及的天体，其速度在每秒中亦不过60或100仟 
米;不錯，那光的速度是較大3千倍，但这不是物質在移动，这是經 
过相对的不动質体时的擺动現象，有如洋面上的波浪。凡是在这 
些小速度的現象中作覌瘵时，物質都指出質量是不变的，但从沒有 
人問过在較大的速度时，也是如此否？ 

倒是这些無窮小的东西反打破最快的行屋，卽水屋的紀錄，我 
是說那些在陰極射綫与鐳射綫中运动的微粒。人們知道这些射綫 
輿是來自分子轟击。由此而射出的微粒都荷有負电，这是人們可 
用 法拉第 筒收集而証实的。因为它們有了电荷，所以要受磁場或 
电場的偏轉，而由这些偏轉的比較，我們乃知其速度及其电荷与質 
量之比。 

但是，由这些測量我們可以知道它們的速度是極大的，其速度 
約为光速十分之一，或三分之一，比星球要快千倍;而另方面，它們 
的电荷比較它們的質量是非常之大的。所以每一行动中的微粒可 
代表一种可覌的电流。但是我們知道电流有一种特殊的慣性，叫 

做自感現象 ( self - induction ) o 一电流發生后总是有一种保持不 

• * * • 

变的傾向，故当人們断絕电路以阻其通行时，乃見在断路点發生电 
花。由此可知电流極力保持其强度，正如一行动中的物体总有保 
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持其速度的傾向。所以陰極射綫中的微粒也能抵抗变更其速度之 
原因，这里有兩种 理由： 第一，由于它的輿正慣性；第二，由于它的 
自感現象。因为速度变更时，同时卽有电流变更。故微粒——卽 
所謂电子一当有兩种慣性 : 力学的慣性和电磁的慣性。 

• 鲁 

阿陌海姆 ( Abraham ) 先生与 高夫芒 ( Kaufmann ) 先生，一位 
是計算家 ，一 位是实驗家，曾协力做这兩慣性的研究。因此他們不 
得不承認一种假設;他們想所有負电子都是一样的，它們有同一的 
电荷，必然是不变的，我們所察覚它們的不同僅是由于那些它們运 
动的速度。当速度变更时，眞正的質量，卽力学的質量不变，这可 
說原是它的定义;但是有助于表覌質量的电磁慣性，則随其速度按 
某定律而增加。所以在速度与电荷对質量之比的兩者之間必有一 
关系式，而我們剛才說过，这些数量都可由光綫經过磁場或电場时 
所受之偏轉計算而得;此关系的研究就可确定这二种慣性的分量。 

这結果萬是可驚 ：等平 印寧旱爭。这自然应該承認起初的假 
設，但是理論上的曲綫与实驗上所得的曲綫的符合程度相当大，以 
致这个假設是很可能的。 

所以这些負电子沒有與正的質量;它們所以似乎具有慣性，是 
在它們变动速度时必擾乱以太。它的表規償性只是一种租借品， 
不是屬于它們的，乃是屬于以太的。但是这些負电子不全是物質； 

所以人們可能承認在它們之外还有:眞正的物質，具有輿正的憤性。 
有些射綫 有如 哥兒斯坦 孔道射綫 (les rayons-canal de Gol ¬ 
dstein ) , 鐳之 a 射綫 也是一些彈子，不过这些彈子荷的是正 

电，这些正电子也是沒有質量的嗎？这是不能說的，因为它們比較 
負电子重的多和慢的多。于是有二种假設可以承認；或者电子較 
重之故，在除了它們所借來的电磁慣性之外，它們本身有力学的慣 
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性，于是这就是它們才是眞正的物質;或者它們也同刿的一样沒有 
質量，其所以似乎較重者，是因它們較小。我說比較小，虽然这种 
說法似乎荒謬；但因为在这种源念中，那微粒將不过是以太中的 
其空，唯独它是实在的，唯独它具有慣性。 

迄今物質还是沒有太連累着，我們还可采取第一种假設，甚或 
相信除了正的和負的电子之外尙有中性的原子。但据 罗倫鋅 最近 
的研究，我們就要失去这后面的援助。地球很快的在以太中移动 
时，我們也在被牽动之中；光的或电的現象不会受了这种移动而 
变更嗎？人們相信了好久，且曾經假設，随仪器对于地球运动的方 
向之不同覌察就会有不同的結果。其实不然，且最精密的测量也 
未曾得过这样的結果。这里实驗証实了物理学家的一种共同的厭 
惡；事实上，人們如果找到了一点东西，則人們不但將知道地球对 
于太陽的相对运动，且將知它在以太中的絕对运动。但是有許多 
人很难相信任何試驗所得的結果，除了相对运动之外，就沒有其 
他，他們倒很願意承認物質是沒有質量的。 

所以人們对于所得負的結果幷不曾十分驚异。这些結果是与 
傅授的理論相反，但它們能滿足于在这些理論以前的一种深刻的 
本能。幷且还要把这些理論，根据其后果而加以修改，以求合乎事 
实。这就是 费則袼好得 ( Fitzgerald ) 用一可驚的假設做 过的： 他 


承認無論何物，如順地球运动的方向而运动时，必縮短十万万分之 
一。圓球必变成扁橢圓球，且令其轉动时，其变形必使小軸平 A 1 于 
地球之速度。因为測量的仪器所受的变形与被測量的物件相同， 
故人們一点也不發覚什么，除非人們不留意去确定光綫經过物件 


的長度之时間。 

这个假設可以說明覌察得來的事实。然而这还不够。有一天 
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人們还可作更精霜的漉察；那时可得正的結粜嗎？这些覌察可以 
使戢 們測定地球的絕对运动嗎？曼氏幷沒有这样想。他相信这种 
測定永是不可能的；許多物理家的共同的本能，以及至今各种实驗 
所遭失敗，都足保証他的想法。所以我們可以承認这个不可能是 
自然界的普遍定律;幷且承認这是一种公設。然則其后果將如何？ 
这正是 罗倫慈 所尋求的，他發現所有原子，所有正电子或負电子都 
有一种惯彳生，而与其速度都依同一定律变更。这样所有物質的原 
子都是小而重的正电子与大而輕的負电子所成，至于那可感覚的 
物質对于我們不像荷电，是因为这兩种的电子的数目是儿乎相等 
之故。兩者都是沒有質量的，而只有假借的慣性。在这系統中沒 
有#正的物質，而只有在以太中的孔洞。 

照 郞之万 CP. Laagevin) 先生的意思，物質也許是液化的以太， 

幷已丧失他所有的特性了；当物質移动时，这幷不是这种液化的質 
体在以太中移动，乃是液化向以太各部分逐漸擴充的，同时在后方 
已变成液体的部分又漸行恢复原狀。物質在运动中不保持其原 
形。 

这就是近來对于此題研究的梗槪;但現在 高夫芒 先生又發表 
了新的試驗。速度極大的負电子，必受 弗則格好得 的縮小，因此速 
度与質量之关系亦变;但最近試驗不能証实这种預見;然則一切都 
要倒了，而物質又將得生存的权力。但这些实驗是不容易的，在今 
日要想倣一个最后的結論，还是太早了。 



